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MATEMATIKSEL IKTISAT

1.UNITE-TUREV VE KURALLARI

TUREV VE iKTiSADi ANALiZ
Matematikteki tirev kavrami, iktisadi analizde ¢ok 6nemli bir yer isgal etmektedir. Bircok
iktisadi kavram, ancak tirev yardimiyla ifade edilebilmektedir. Bu nedenle tiirev kavrami,
iktisadi analizleri matematik yardimiyla yapabilmemiz icin 6nemli bir arac olarak karsimiza
cikmaktadir.
LiMiT VE SUREKLILiK
Limit ve sureklilik kavramlari, nispeten soyut kavramlar olmakla birlikte matematiksel analiz
icin oldukca 6nemlidir. iktisat alaninda en fazla kullanilan matematiksel araglardan biri olan
turevin anlasilabilmesi icin, dncelikle limit ve sireklili kavramlarini bilmemiz gerekir.
Limit Kavrami
Limit, bir fonksiyonun bagimsiz degiskeni belli bir degere yaklasirken, fonksiyonun yaklastigi
degeri gosterir. y = f (x) gibi bir fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyonda x degiskeni a gibi bir
degere yaklasirken y’nin yaklastigi deger limit kavrami ile ifade edilir ve asagidaki gibi gosteri-
lir:
lim f(x)=L
X—a
Bu ifade “x, a’ya giderken (yaklasirken) fonksiyonun limiti L'dir” seklinde okunur.
Sagdan Limit Bir f (x) fonksiyonunun, x a’ya yaklasirken sagdan limiti x a’ya, a’dan daha bu-
yik degerlerden yaklasirken fonksiyonun yaklastigi degerdir ve asagidaki gibi gosterilir:
lim f(x)=L
X—a
Soldan Limit
Bir f (x) fonksiyonunun, x a’ya yaklasirken soldan limiti x a’ya, a’dan kiclk degerlerden yakla-
sirken fonksiyonun yaklastigi degerdir ve asagidaki gibi gosterilir:
Iim f(x)= L

X rd

Bir Fonksiyonun Limitinin Bulunmasi

Bir y = f (x )Jfonksiyonunun x a’ya yaklasirken limitini bulmak icin x’e, soldan ve sagdan a’ya
yaklasan degerler vererek y’nin hangi degere yaklastigina bakmamiz gerekir. Orneginy = x2
fonsiyonunun, x 2’ye yaklasirken limitini bulmaya calisalim. Once x 2’ye soldan yaklasirken
fonksiyonun hangi degere yaklastiginda bakalim. x’e, 2’ye soldan yaklasan degerler verdigi-
mizde fonksiyonun degerinin 4’e

yaklastigini gormekteyiz. Bu durum Tablo 1.1’in ilk iki sGtununda gorilmektedir. Ayni sekilde
x'e 2’ye sagdan yaklasan degerler verdigimizde, fonksiyonun degerinin yine 4’e yaklastigini
gormekteyiz. Bu durum ise tablonun son iki stitinunda goriilmektedir. Her iki limit de ayni
oldugu icin bu fonksiyonun limitini asagidaki gibi yazariz:

. 2 . “ . “
lm x*= lim x*=4 = Ilimx =4

x—2” x—2 x—2

Limitin Ozellikleri
Herhangi bir fonksiyonun limitini bulurken limit ile ilgili asagidaki 6zellikler isimizi
kolaylastiracaktir:
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L1: limec=c
x—a
(7“)?71(‘/:." Iims5=S5
x—2
Siireklilik

Bir fonksiyonun limiti mevcut ise ve bu limit fonksiyonun degerine esit ise o fonksiyon “sii-
rekli” bir fonksiyondur. Sureklilik 6zelligi asagidaki gibi tanimlanir: Bir f (x) fonksiyonu

1. a noktasinda tanimli ise, yani f (a) mevcut ise

2. a noktasinda limiti var ise:

Iim f(x)= lm f(x)=L
x—a’ X—a

3. ve bu limit, fonksiyonun s noktasindaki degerine esit ise
lim f(x)=L= f(a)
X—a
TUREV
iktisatcilarin arastirdiklari sorularin cogu, iliskili iki degiskenden birinin degeri artarken dige-
rinin degerinin hangi yonde ve ne kadar degisecegi ile ilgilidir. Bu sorulardan bir kacini 6rnek
olmasi amaciyla siralayabiliriz:
» Acaba bir yil daha fazla okula gitmenin bireylerin ortalama licretlerine etkisi ne kadardir?
¢ Bir malin fiyatindaki 1 liralik artis, mala olan talebi ne kadar azaltacaktir?
e Doviz kurlarindaki 1 kurusluk artis, net ihracati ne yonde ve hangi miktarda degistirecektir?
e Uretim miktarindaki bir birimlik artis, toplam maliyetleri ne kadar artiracaktir?
» Vergi oranindaki %1’lik bir artis, vergi hasilasini artiracak midir, yoksa azaltacak midir?
iktisat gibi diger bittin bilim dallari, benzer sorularla doludur. Bitilin bu sorulara matematik-
teki tlirev kavrami yardimiyla cevap bulunabilir.
Degisimi Orani ve Tiirev
Bir y = f (x) fonksiyonunun degisim orani veya egimi, y degiskenindeki degisimin
x degiskenindeki degisime orani olarak ifade edilir:
o flxg+Ax)=flxy) fGxD-f(xg) »—¥o Ay
Degisim orani = = = =—
Ax X — X x—xg Ax

Eger f (x) dogrusal bir fonksiyon ise degisim orani Bix’in bitlin degerlerinde aynidir. Dogrusal
olmayan bir fonksiyonda ise degisim orani farkl degerler alacaktir.

Tirevin tanimindan hareketle, y = 3x + 2x2 foksiyonunun tirevini bulalim. Bunun icin xin
herhangi bir x0 degerinden x1 degerine degistigini dislinerek fonksiyonun degisim oranini
yazalim:

‘ \ R U v 4 N2y 4 -\
Ay flxg+Ax)—flx) | \¥o + Ax)+2{xg + Ax

Ax Ax Ax
Tirevi Alinabilir Fonksiyonlar
Her foksiyonun tirevi alinabilir mi? Bu sonun cevabi “hayir” olacaktir. Bir fonksiyonun tire-
vinin alinabilmesi icin, iki kosulu saglamasi gerekir: (1) strekli olmasi, (2) keskin koselere sa-
hip
olmamasi.
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Tiirevin Anlami

Bir fonksiyonun tirevi, bize fonksiyon hakkinda ne gibi bilgiler verir? Bu soruya bir cevap
aramadan once, fonksiyonun belli bir noktadaki tlrevinin nasil bulunacagini gérelim. Bir
fonksiyonun tirevinin x0 gibi belli bir noktadaki degerini, xO degerini tiirev ifadesinde yerine
koyarak bulabiliriz. Bunun icin asagidaki gosterimlerden herhangi birini kullaniriz:

dy i
—_— veya f '( Xo )

dx|
= 0

e R > o . = 9. > - -
Omegin y = 3 + 2x* foksiyonunun tiirevinin x, = 2 noktasindaki degeri,

dy =34+4(2)=11 veya f'(2)=3+4(2)=11
11.\' x=2

olarak bulunur. Buldugumuz 11 degeri, x = 2 noktasinda fonksiyona teget olan dogrunun
egimidir.

TUREV ALMA KURALLARI

Fonksiyonlarin tlrevlerini alirken her zaman degisim oraninin limitini almakla ugrasmamiza
gerek yoktur. Bunun yerine kisa yoldan tirev almak icin gelistirilmis kurallari uygulariz. Asa-
gida y = f (x) seklindeki bir fonksiyonun tirevini alirken kullanilacak kurallar verilmistir.
Sabit Fonksiyon Kurali

k bir sabit ise, y = k gibi bir sabit fonksiyonun tirevi sifirdir: f' (x) = 0. Ornegin y = 3/5 fonksi-
yonunun tirevi f' (x) = 0 olacaktir. Bununla birlikte g (x) = k . f (x) gibi bir fonksiyonun tirevi
ise g (x) =k . f' (x) olarak elde edilir.

Kuvvet Fonksiyonu Kurali

y = xk gibi bir fonksiyonun tirevini almak icin, fonksiyon x’in kuvveti olan nile ¢arpilir ve x’in
kuvvetinden bir cikarilir: f' (x) = kxk—1. Bunu birkag 6rnek yardimi ile gérelim:

3 dy .2
y=ux, = —=3x
dx
P B !
dv 3 7T 3 7
-1' — _\"‘94‘ = — __\-4 = —X 4
de 4 4

Toplam Kurali

f (x) ve g (x) gibi, tlirevi alinabilir iki fonksiyonun toplamlarinin tiirevi, fonksiyonlarin ayri ayri
turevlerinin toplamina esittir:

d
dx

%[.f(.\-) - g(.\')] = %l-””] ot Ig(_‘_)l _ fl(‘\') + g/(.\_)

2 / - > - %
Bu kural: kullanarak, y = 4x” 4+ v/x gibi bir fonksiyonun tiirevi,

d

dx

d () 2. 1

4x3 4 v’.\‘} =2 (427 )4 - :
dx \ ! dx )\ / 2\J{;

5

olarak elde edilir. Aynm sekilde, y = 2x° — 433 + 3x — 15 dfonksiyonunun tiirevi ise

asagdaki gibi bulunur:

“1 - ( | ( —h { \ { \
e 2x3 —4x73 4 3x |5]=—{2x5} —{4x73 )+ —(3x) - —(15)
dx \ [ ! g :
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Carpim Kurali
iki fonksiyonun carpimi olarak yazilabilen bir fonksiyonun tiirevini alirken asagidaki kural kul-
lanihr:

C

i - d - d o R
ol 20| = 2 [ F 0]+ £ [ 200]= 207G + F(0)2'(x)

Boliim Kura-
h
f (x) ve g (x) gibi iki fonksiyonun boliminn tiirevini almak icin, asagidaki kural uygulanir:
d
dx

[g(.\‘)]: {g(x)]:

d . ,
g(x)—|[ ()]~ Fx)
_ dx

L [g(x}l :

dx

2(x) f(x)— f(x)g'(x)

fix)
g(x)

Zincir Kural
f (g (x)) gibi bir bileske fonksiyonun tirevi f' (x) = f' (g (x)) g' (x) olarak elde edilir. Zincir kurah
adi verilen bu yontemde, once dis fonksiyonun tirevi alinir ve i¢ fonksiyonun tirevi ile carpi-

hir. Zincir kuralini asagidaki gibi ifade edebiliriz:
y=f(2),z=gx = y=f(gx),

dv dy dz 4N g O PR
—=—— veyaf(x)=f(g(x) g (x)
dy  dz dx
Ustel Fonksiyon Kurali
y = enx seklindeki bir tistel fonksiyonun tlrevini alirken asagidaki kural uygulanir.
‘_1 [ nx | X

{ (S " = Né€
dx\ |

Logaritmik Fonksiyon Kurali
y = 1n x gibi logaritmik bir fonksiyonunun tiirevi asagidaki gibidir:

di |1
“—|Inx)=—
dx’ T ox

Logaritmik fonksiyon kurali siklikla, bir degiskenin bliyime oranini bulmak icin kullanilir. Biry
= f (x) fonskiyonunun “anlik biiylime orani” asagidaki gibi tanimlanir:

dv/dc  fl(x)

y fix)

o v

Trigonometrik Fonksiyon Kurali
Temel trigonometrik fonksiyonlarin tlrevleri asagidaki gibi elde edilir:

d . d .
—SINXY =COSX V€ —COSX = —Sinx
dx dx

Kapali Foksiyon Kurali

Buraya kadar yaptigimiz tirev alma islemlerinde hep, y = f (x) seklindeki fonksiyonlarin tirev-
lerini bulduk. iktisatta bircok iliski kapal fonksiyonlar seklinde ifade edilir.

Bu fonksiyonu y cinsinde ¢ozerek y = f (x) formunda ifade etmemiz mimkin degildir. Buna
ragmen, boyle bir fonksiyon icin dy /dx tlrevini bulabiliriz. Bunun icin kapali fonksiyon kura-
lint uygulamamiz gerekir:
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F(y, x) =0 ise,
dF(y,x)
i _ dx v sabit _ i F\‘ = ()
dx dF(y,x) ) ’
dy x sabit

iKiNCi VE DAHA YUKSEK DERECEDEN TUREVLER

Daha 6nce, bir fonksiyonun tlrevinin de yine bir fonksiyon olduguna dikkat cekmistik. Bu
gercek, bir fonksiyonun tirevinin de tlirevinin alinabilecegi anlamina gelir. Yani, tirevini aldi-
gimiz bir fonksiyonun, tekrar tirevini alabiliriz. Bunun icin tek kosul, ilk tlirevin sabit bir sayi
olmamasidir. ikinci kez tirev alinarak elde edilen bu fonksiyona “ikinci dereceden tiirev”,
veya kisaca “ikinci tlirev” adi verilir. Aslinda, ikinci tlirev de bir fonksiyon olduguna gore,
onun da tlrevi alinabilir.

y = f (x) gibi bir fonksiyonun ikinci tlirevi, bu fonksiyonun tiirevinin tirevidir ve asagidaki gibi
gosterilir:

[{ : r,(\):l ([ : (1‘1' I (12.“ "

f (2)

(x)=f

—|== (x)
dx delde]  gy?

Egimi strekli artan, yani ikinci tirevi daima pozitif olan fonksiyonlar disbiikey fonksiyon ola-
rak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin yerel minimum noktalari mevcuttur. Ornegin, y = x2 fonksi-
yonu disbikey bir fonksiyondur. Bu fonksiyon x = 0 noktasinda en kiiciik degerine ulasir.

MARIJINAL FONKSiYONLAR
Turevin iktisattaki en 6nemli kullanim alanlarindan biri marjinal fonksiyonlardir. Bir fonksiyo-
nun tdrevi alinarak elde edilen fonksiyon, “marjinal fonksiyon” olarak adlandirilir. Marjinal
fonksiyon, bir fonksiyonun bagimsiz degiskenindeki ¢ok kicik bir degisimin fonksyonun de-
gerini nasil degistirdigini gosterir.
Marjinal Hasila
Bir malin satisindan elde edilen toplam hasila (TR), malin fiyati (P) ile satilan mal miktarinin
(Q) carpimina esittir:

IR= Q
Toplam hasila fonksiyonu monopol piyasasinda faaliyet gdsteren bir firmaya ait ise firmanin
karsi karsiya kaldigi fiyat talep edilen miktara bagh olacaktir. Fiyati, talep edilen miktarin bir
fonksiyonu olarak gosteren denkleme talep fonksiyonu adi verildigini biliyoruz. Dogrusal bir
talep fonksiyonunu P = a — bQ seklinde yazabiliriz. Bu denklemde a > 0 ve b > 0 “katsayi” adi-
ni verdigimiz sabit degerlerdir.
Bu talep fonksiyonunu toplam hasila ifadesinde yerine koyarak monopolcii firmanin toplam

hasila fonksiyonunu sadece satilan mal miktarinin bir fonksiyonu olarak elde edebiliriz:
TR=(a- bQ)Q

TR = aQ — bQ*

iktisat derslerinde marjinal hasila (MR), satis miktardaki ilave bir birim artisin, toplam hasila-
da meydana getirecegi degisiklik olarak tanimlanmaktadir. Bu tanimi degisim orani olarak
asagidaki gibi ifade ederiz:
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ATR

AQ
Haslla ile ilgili diger bir kavram da ortalama hasiladir. Ortalama hasila, satilan birim basina
hasila degeridir ve toplam hasilanin satilan mal miktarina boliinmesiyle elde edilir:

_IR
-0

Hem ortalama hasila, hem de marjinal hasila dikey ekseni ayni noktadan kesmektedir. Bu
nedenle biitiin Q degerleri icin marjinal hasila daima ortalama hasilanin altinda olacaktir: MR
2 AR.

Marjinal Maliyet

Haslla icin yaptigimiz analizin bir benzerini maliyet icin de yapabiliriz. Marjinal maliyet, lre-
tim miktarindaki bir birim artisin toplam maliyette meydana getirdigi artistir. Marjinal hasila-
nin toplam hasila fonksiyonunun tiirevi oldugu gibi, marjinal maliyet de toplam maliyet fonk-
siyonunun tiirevidir. Uretim miktarinin bir fonksiyonu olarak ifade edebilecegimiz toplam
maliyet fonksiyonunu TC ile, marjinal maliyet fonksiyonunu ise MC ile gosterirsek, marjinal
maliyet asagidaki gibi yazilabilir:

dTC
dQ

Marijinal Uriin

iktisat derslerinde herhangi bir iretim faktoriniin marjinal fiziki Grintnd, o tretim faktorin-
denilave bir birimin kullanilmasi halinde toplam Uretim miktarinda meydana gelecek artis
olarak 6grenmistik. Bu tanim, tiretim fonksiyonunun tirevine karsilik gelmektedir.

ilk 6zellik emegin marjinal fiziki Griiniiniin pozitif olmasi gerektigini sdylemektedir. ikinci 6zel-
lik ise, azalan marjinal fiziki triin veya azalan verimler yasasina karsilik gelmektedir.
Uretimde kullanilan tretim faktérlerini sermaye ve emek olarak iki gruba ayirabiliriz. Uretim
stirecinde genellikle, Gretim miktarini degistirmeden, bir faktorin diger faktor yerine ikdme
edilmesi mimkundur.

Bir faktorden daha fazla kullanildiginda, artirilan miktari ile Giretim miktarini sabit tutmak icin
diger faktorden azaltilmasi gereken miktara arasindaki orana marjinal teknik ikame orani
denir ve MRTS olarak gosterilir.

MRITS = K

dL

AR

MC = c’

Bu fonksiyon, es-liriin egrisi olarak bilinir. Marjinal teknik ikdme oranini bulmak icin kapah
fonksiyon kuralini uygulamamiz gerekir:

Fp =1/3K23 23
F, =2/3k"3V3
K _ F 23

MRTS = — = = S el :
dL Fg /32323 1/3
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ESNEKLIK
Firmalarin karsi karsiya kaldiklari Gnemli problemlerden biri, fiyat degisikliklerinin toplam
hasilalarinda yapacagi etkinin tahmin edilmesidir. Ornegin, bir fiyat indirimi durumunda fiya-
tin dismesi, toplam hasilayi azaltici bir etki yaratirken, satislardaki indirim nedeniyle gercek-
lesecek olan artis, toplam hasilayi artirici bir etki yaratacaktir. Bu nedenle net etkinin nasil
olacagi pek acik degildir.
Talebin fiyat esnekligi, veya kisaca talep esnekligi, fiyattaki bir degisimin satilan mal miktari-
ni nasil etkileyecegini gosteren bir olcittir. Talep esnekligi, satilan mal miktarindaki yizde
degisimin fiyattaki ylzde degisime bolinmesiyle bulunur:

. Miktardaki yiizde degig im

 Fivattaki yiizde degis im

Bu sekilde hesaplanan esneklik nokta esneklik olarak adlandirilir. Fiyat ile talep edilen miktar
arasinda ters yonli bir iliski oldugu icin, bulacagimiz esneklik degeri negatif olacaktir
= Q (P) fonksiyonu ters talep fonksiyonu olarak da adlandirilir. Ters talep fonksiyonunu elde

etmek igin,
talep fonksiyonunu Q icin ¢6zmemiz gerekir:
P=50-20 = 20=50-P = Q=25 %,)

TUKETiM VE TASARRUF

iktisat derslerinden Keynesyen tiketim fonksiyonunun toplam tiiketim harcamalarini (C),
gelir (Y) ile acikladigini biliyoruz: C (Y). Bu fonksiyon, kamu sektortiniin ve dolayisiyla vergile-
rin olmadigi basit bir ekonomi icin, genellikle C = c0 + c1Y seklindeki dogrusal bir fonksiyon
olarak yazilir. Fonksiyondaki c1 katsayisi 6zel bir 5neme sahiptir. Marjinal titkketim egilimi adi
verilen bu katsayi, gelirdeki bir liralik artisin ne kadarinin tiketime gittigini gdsterir. Bu acik-
lamadan anlasilacagi gibi aslinda marjinal

tuketim egilimi, tiketim fonksiyonunun tiirevinden baska bir sey degildir:

Marjinal Tiiketim Egilimi (MPC) = —=C = q
Marjinal tasarruf egilimi, gelirdeki bir liralik artisin ne kadarinin tasarruf edildigini gosterir:

as_
dY

2.UNITE-TEK DEGISKENLi FONKSIYONLAR

Marjinal Tasarruf Egilimi (MPS) =1l-¢

Fonksiyonla iliskili Temel Kavramlar

Kiime: Kiime birtakim nesnelerden olusan bir topluluktur. Bir kimeyi olusturan nesnelere,
bu kiimenin elemanlari adi verilir.

Sirali ikili: A ve B gibi iki kiime verilsin. a7 A ve b 1 B olmak {izere, bunlardan olusturulan (a,b)
ciftine bir sirali ikili denir. (a,b) sirali ikilisinde a’ya sirali ikilinin birinci terimi (koordinati), b’ye
sirali ikilinin ikinci terimi (koordinati) adi verilir. (a,b) ve (c,d) gibi iki sirali ikilinin esit olabil-
mesi icin gerek ve yeter kosul, siraliikililerin birinci ve ikinci koordinatlarinin karsilikli olarak
esit olmasidir. Yani

(a, b)=(c d)e a=cve b=dolmaldir.

Baginti: A ve B kiimeleri verilmis olsun. A x B kiimesinin her alt kiimesine A kiimesinden B
kiimesine bir baginti denir.
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