Nazim K. Ekinci Matematiksel Tktisat Notlart 2012

2.I. MATRISLER ve TEMEL iSLEMLER

Tanim 2.1. Matris.
Asagidaki gibi satirlar ve siitunlar biciminde siralanmis reel say1 tablolarina matris denir.

A matrisinin n satirt ve m siitunu vardir, bu nedenle A “n’ye m” bir matristir ya da (n X m)
mertebesindendir denir. Burada a;; € R, matrisin i"® satirinda ve j"™ siitununda yer alan
elemanidir. Matrisler genellikle biiyiik harflerle A = [ajj] (n X m), B = [bjj] (p x q) biciminde
gosterilir.

Ornek 2.1.
2 3 0

i. A= [aij ] =1 -1 7| matrisi (3 x 3) yani iice-ii¢ bir matristir. Ug satir1 ve ii¢ siitunu
8 5 6

vardir. A’nin birinci satir birinci siitununda bulunan elemani, yani azg, 2’dir. Ote yandan
A’nin {iglincii satir ikinci slitunundaki elemani, yani asp, 5’tir. Biitiin elemanlarin1 yazarsak,
ann=2,a1p=3,a13=0;a1=1,ap=-1,a3=7;a3 =8, az =5, azz3 =6 dir.

511 )
ii. B= [bij ] = 5 3 matrisi (2 X 2) yani ikiye-iki bir martistir. Iki satir1 ve iki siitunu vardir.
Burada , by; =5, b1p = 11; by = 2, by = 3 olmaktadir.
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iii. A= [aij ] = L 7J matrisi (2 x 3) yani ikiye-ii¢ bir martistir. Iki satir1 ve {i¢ siitunu

vardir. Burada a;; =1, a1p = 2, a13 = 4; a1 = 3, 2 = -1, a3 = 7 olmaktadir.

Tanim 2.2. Kare ve sifir matris.
I. A = [a;j] (n x n) ise, yani n satir1 ve n siitunu varsa, A (n X n) kare matristir denir.

ii. Eger bir (n x m) matrisin biitiin elemanlar1 sifir ise matris (n x m) sifir matristir denir ve

Onm olarak gosterilir.

Bu tanima gore Ornek 2.1 (i) orneginde A (3 x 3) yani tige-ti¢ kare bir matristir. Ayni 6rnekte
(ii) 6rneginde B (2 x 2) kare matristir. Ote yandan

1
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(3 x 3) sifir, yani Os3, matristir.

o O O
o O O
o O O

Tanim 2.3. Matris toplami ve skalar ¢carpim.

i. (Skalar ¢arpim) A = [ajj], (n x m) ve o € R ise, oA = [aajj], (N X m) olur, yani bir matrisin bir
saytyla (skalar) ¢arpimi matrisin biitiin elemanlarini o sayiyla ¢arparak elde edilir.

i1. (Matris toplam1) A = [a;j] ve B = [bjj], ve her iki matriste (n x m), yani ayn: mertebeden,
olmak iizere A + B = [ajj + bjj], (n x m) olur. Dolay1styla ayn1 mertebeden iki matrisin toplami
toplanan matrislerle ayn1 mertebendendir ve matrislerin karsilikli elemanlarinin toplami1

olarak elde edilir.

Uyari: Bu tanima gore iki matris ayn1t mertebeden degilse matrisler i¢in toplama islemi
tanimli degildir. Iki matris i¢in toplama islemi tanimliysa matrisler toplama islemi i¢in
uyumludur denir.

Ornek 2.2.
124 36 12
. A= [aij]: ve o.=3 olsun. dA= [3aij]: olur.
3-17 9-321
124 130
i A:[aij]: ve Bz[bij]: 1 1 7|olsun. A(2x3)veB (3x 3) matris
3-17 6 5 6

olduklarindan A + B islemi taniml1 degildir, ya da A ve B toplama islemi i¢in uyumlu
degildir.

1-1 -7

olduklarindan toplama islemi tanimlidir ve

124 230
ii. Az[aij]: T ve B:[bij]: olsun. Her iki matris de (2 x 3)

1+2 2+3 4+0
C=A+B=kJ={ }

3 5 4
3+1 -1-1 7-7 L -2 0} olmak tizere (2 x 3) bir matristir.
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1 5 -1 2 1 3
iv. A=|0 4 6 |[ve B=|8 3 2] olsun. Her iki matriste (3 x 3) kare matris
7 2 3 111

olduklarindan A + B tanimlidir ve

3 6 2
C=A+B=|8 7 8| olmakiizere (3 x 3) kare bir matristir.
8 3 4

Skalar ¢arpim ve toplama islemlerini kullanarak ¢ikarma islemi de tanimlayabiliriz.
Oncelikle, A = [aj], (n x m) olmak {izere —~A = (-1)A = [-a;j] olacag agiktir. O halde B = [bjj],
(n x m) olmak tizere A + (-1)B = A — B = [aj; — bjj], (n x m) olacaktir. Eger A ve B ayn1
mertebeden ve A — B = Opy, ise A ve B matrisleri esittir denir ve A = B olarak gosterilir.
Buna gore A = B ancak ve ancak ajj = bjj,i=1, ...,n;j=1, ..., m ise dogrudur. A ve B esit
degilse, yani baz1 aj; # bjj ise, A # B yazilir.

Ornek 2.3.

[]124 [b]220_ S
A=la; )= R ve B=|b; |= l_25_ver1m1$0sun.

_ 1-2 2-2 4-0] [-1 0 4
I. A—Bz[ai.—bi. = = olur.
b % |8-1 -1-2 7-5] | 2 -3 2

. 2-6 4-6 8-0 -4 -2 8
ii. 2A—SB:[2aij—3bij “og —a9-g v 8 =g = olur.

Teorem 2.1. A, B ve C (n x m) matrisler ve a, B € R olmak tizere:
i. A+ B =B + A (toplamanin degigme kural1)

1LA+B+C=(A+B)+C=A+ (B + C) (toplamanin birlesme kurali)

. A+Om=A

iv. A— A =0Onnm

v. a(A + B) = oA + oB (skalar ¢arpimin toplama tlizerinde dagilma 6zelligi)

vi. (a + B)(A +B)=a(A + B) + B(A + B).
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Bu teorem reel sayilarin ilgili 8zelliklerinden kaynaklanir. Ornegin A = [a;j], B = [b;] ve C =
[Cij], ve ayn1 mertebeden olmak lizere A+ B + C = [aij + bij + Cij] dir. Ama ajj + bij +Cjj = (ai,- +
bij) + cij = & + (bjj + Cjj) oldugundan (ii) dogrudur. Benzer sekilde (o + B)(A + B) = [(a +
B)(aij +bi)] = [caij + Paij + abij + Bbij] = [(aajj + abj) + (Baj; + Pbij)] oldugundan (vi) dogrudur.

Tanim 2.4. Birim Matris.
A = [ajj], (n x n) bir kare matris olsun. Eger

1 i=]j
a‘i' = . L
0, i #
oluyorsa A (n x n) birim matristir denir ve I, olarak gosterilir.

Buna gore birim matris her zaman kare bir matristir ve kdsegen elemanlari (yani i =
oldugunda) bire, diger elemanlari (i # j) ise sifira esittir. Ornegin,

1 0 0
1 0
I, = [ } I,=|0 1 0 | matrisleri, sirastyla, (2 x 2) ve (3 x 3) birim matrislerdir.
0 1
0 0 1

Karigikliga yol agmadigi siirece birim matrisi sadece I olarak gosterecegiz.

Simdi reel sayilar i¢in 1 sayisi ¢arpma isleminde birim elemandir yani a € R olmak {izere la
= ol = o’dir. Matris cebirinde de, carpma islemi tanimlaninca, birim matrisin ayni sekilde
carpma isleminin birim eleman1 oldugu goriilecektir.

Tanim 2.5. Matris Carpimi.

A = [a], (n x q) ve B = [bjj], (q x m) matrisler olsun. Bu durumda A ve B ¢arpma islemi i¢in
uyumludur denir, islem AB ile gosterilir ve

Cj = Z Qi bkj

olmak tizere C = AB = [cjj], (n x m) bir matristir.

Bu tanima gore AB isleminin tanimli olmasi i¢in A matrisinin siitun sayisinin (q) B matrisinin
satir sayisina esit olmas1 gerekir ve AB matrisinin satir sayist A ile, siitiin sayis1 B ile aynmidir:

(nxg)@xm) — (nxm).
A B C
Carpim matrisinin cjj elemani A’nin i satir elemanlart ile B’nin j" siitun elemanlarinin
karsilikli garprminin toplamiyla elde edilir. Ornegin A (2 x 3) ve B (3 x 4) matrisler olmak
iizere C = AB (2 x 4) bir matris olarak tanimlidir ve
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bl 1 bl 2 bl 3 bl 4

AB _ |:a'll a‘lZ a13 :| b b b b _ |:Cll C12 ClS C14 :|
- 21 22 23 24 | —
a'21 a22 a23 b b b b C21 C22 C23 C24
31 32 33 34

ve Tanim 2.4’de uygun olarak:

C11 = ay1by1 + agobyg + a13b3; = SAnin 1" satir elemanlart x B’nin 1" siitun elemanlart
C12 = a11b12 + @12b2 + a13bsz = A min 1™ satir elemanlart x B’nin 2™ siitun elemanlari

C13 = a11D13 + @12b23 + A13bgs = A min 1" satir elemanlart x B’nin 3™ siitun elemanlart
C14 = 11014 + 212024 + 213034 = ZAnin 1" satir elemanlart x B nin 4" siitun elemanlari

Co1 = A1b11 + axbyy + a23b3; = ZA’nin 2an satir elemanlart x B’nin linc_i stitun elemanlari
Co2 = @1b12 + @22b22 + 823b32 = A nin 2™ satir elemanlari x B’nin 2™ siitun elemanlar

Co3 = an1bys + Axbos + az3bss = TA nin 2™ satir elemanlari x B nin 3" siitun elemanlar
Coa = piD14 + Axolps + Ap3bzs = SA nin 2" satir elemanlar1 x B nin 4" siitun elemanlart

olmaktadir.
Ornek 2.4.

12 4
i. A= {3 5}, B= M,c =[7 8], olsun. Simdi, A (2 x 2), B(2x 1) ve C (1 x 2) matrislerdir. O

halde AB (2x 1), CA (1 x2), BC(2x2)veCB(l x 1), yani bir say1, olmak iizere tanimlidur.
Her dort durumda da 6nden (ya da soldan) ¢arpan matrisin siitun sayisi, ¢carpilan matrislerin
satir sayisina esittir. Ama AC ¢arpimi tanimli degildir ¢ilinkii A’nin 2 siitunu, C’nin ise sadece
bir satir1 vardir. O halde,

124 1.4+22 8 -
AB = = = olmak iizere (2 x 1) matristir.
35]2 3.4+5.2 22

12
CA=[7 8{3 5}=[7.1+8.3 7.2+8.5]=[31 54] olmak iizere (1 x 2) matristir.

4 4.7 4.8 28 32 . .
BC = [7 ]: = olmak iizere (2 x 2) matristir.
2 2.7 2.8 14 16

4
CB=[7 8{2} = [7.4 +8.2] = 44 olmak iizere bir sayidr.

BC ve CB islemlerinin karsilastirilmasindan goriildiigii gibi BC = CB dir, yani iki martisin her
iki yonde de carpimi1 tanimli olsa bile carpimlar, reel sayilarin aksine, esit olmayabilir. Bu
ornekte oldugu gibi BC (2 x 2) matris iken CB bir say1 olmak tizere mertebeleri bile farkl
olabilmektedir.
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.. 12 2 2 0 2 _
ii. A= ,B= C= olsun. Bu durumda AB, BA, AC (2 x 2) matrisler
2 4 -1 -1 0 -1

olmak uzere tanimlidir ve

0

Ayrica AB = 02, olmasina ragmen A ve B sifir matrisler degildir, yani sifir olmayan
matrislerin ¢arpimu sifir matris olabilmektedir. Ote yandan AC = 0, oldugu da aciktir.
Dolayisi ile AB = AC oldugu halde B = C dir.

00 6 12
AB = {O } BA = { - 6} olmaktadir. Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi AB # BA dur.

100 1 0 0
iii. A=|0 1 0,B={ 0 1 O] olsun. Budurumda AB =BA =l33 ((3 x 3) birim
2 51 -2 -5 1

matris) olmaktadir.

0 0 2 0
iv. | = 1 0|,A 1 5] olsun. Bu durumda IA = A = Al olmaktadir.
0 1 51

o o =
Il
N M

Bu 6rneklerden asagidaki hususlar ¢gikmaktadir:

- Bir AB carpimi tanimli olsa bile BA tanimli olmayabilir.

-  Hem AB hem de BA tanimli iken AB # BA veya AB = BA olabilir.

- Bir AB carpiminin sifir matris olmas1 A’nin veya B’nin sifir matris olmasini
gerektirmez. Genel olarak ¢arpim i¢in uyumlu A, B, C matrisleri AB = AC esitligini
saglasa bile B = C olmas1 gerekmez.

- Bir A matrisinin birim matris ile (uyumlu olmak kusuluyla) soldan ya da sagdan
carpimi A’nin kendisidir. Yani birim matris ¢arpma isleminin birim elemanidir.

Teorem 2.2. A, B, C, D matrisleri gosterilen toplama ve ¢arpma islemleri igin uyumlu ve a
€ R olmak iizere:
i. A(B+C)=AB + AC (carpmanin soldan dagilma 6zelligi)

ii. (A +B)C =AC+ BC (¢arpmanin sagdan dagilma 6zelligi)
ii1. ABC = A(BC) = (AB)C (carpmanin birlesme kuralr)

iv. A+B)(C+D)=A(C+D)+B(C+D)

v. (aA)B = a(AB).

Tanim 2.6. Bir matrisin devrigi ve bazi 6zel matrisler.
i. A = [ag], (n x m) olsun. A" = [ai], (m x n), yani A nin siitunlarini (satirlarini) satir (siitun)

olarak yazarak elde edilen matrise A nin devrigi (ya da transposu) denir.

6
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ii. A =[ajj], (n x n) kare matris olsun. Eger A = A" ise yani a;; = a;; (biitiin i ve j ler igin) A
matrisi simetrik (ya da bakigimli) matristir denir.

iii. A = [aj], (n x n) kare matris olsun. Eger,

{aii’ i:j
aij: . .
0, i1#]

oluyorsa, yani A’nin kdsegen lizerinde olmayan elemanlari sifir, kosegen elemanlari (en
azindan bazilar) sifirdan farkli ise, A (n x n) kdsegen matristir denir.

iv. A = [a;], (n x n) kare matris olsun. Eger,

a;, 1<]
%0, isj

oluyorsa, yani A’nin kdsegenin altinda kalan elemanlar sifir, diger elemanlari (en azindan
bazilari) sifirdan farkli ise, A (n x n) iist iggen matristir denir.

v. A = [ajj], (n x n) kare matris olsun. Eger,

" a;, 1]
"0, i<’

oluyorsa, yani A’nin kdsegenin iistiinde kalan elemanlar sifir, diger elemanlar1 (en azindan

bazilar1) sifirdan farkli ise, A (n x n) alt liggen matristir denir.

Ornek 2.5.
1 2 3 L4
i. A= {4 c 6} (2 x 3) matrisinin devrigi A' =|2 5| olmak iizere (3 x 2) matristir. (A")' =
3 6

A, yani devrigin devriginin matrisin kendisi, olduguna dikkat ediniz. AA" matrisinin (2 x 2),
A'A matrisinin ise (3 x 3) kare matrisler olduguna dikkat ediniz ve her iki ¢carpim1 da
hesaplayimiz.
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12 1 4
1 2 3
ii. A:{4 9 J (2x3)ve B=[3 4| (3x2) matrisler olsun. O halde A'={2 0| ve
50 31
. (1 3 5 e 229 , 22 10| 10
B' = ve B'A' = olur. Ote yandan AB = dir ve (AB) = B'A
2 40 10 8 9 8
olmaktadir.
1 0 3
iii. A={0 2 5| matrisi (3 x 3) simetrik bir matristir, ¢iinkii a;» = a1, 813 = 831 Ve a3 = a3
3 57

dir. A = A' olduguna dikkat ediniz.

100
iv. Biitlin birim matrisler kdsegen matrislerdir. A={0 0 0 | matrisi (3 x 3) kdsegen bir
0 0 7

matristir. Ksegen matrisler tanim geregi simetriktir, yani A = A' dur.

1 00
1 2
v. A=10 2 5,B= {O 3} matrisleri, sirasiyla, (3 x 3) ve (2 x 2) st liggen matrislerdir.
0 0 7
1 00
A=|6 2 0] matrisiise (3 x 3) alt liggen matristir.
3 57

Devrik alma islemi ile ilgili olarak su iki 6zellige dikkat ediniz:
(A)' = A: devrigin devrigi A dur.
- (AB)' = B'A": bir carpimun devrigi devriklerin ters yonden ¢arpimudur.

a b Xy a p . - .
A= ,B= ,C = matrislerini kullanarak asagidaki sonuglari (2 x 2)
c d Z v o p

durumu i¢in ispatlayiniz:

i. (AB)' = B'A!

ii. (ABC)'= C'B'A'

iii. A ve B simetrik matrisler olsa bile AB simetrik olmayabilir. A ve B simetrik olmak iizere
AB ancak ve ancak AB = BA ise simetriktir.

iv. AA've A'A her (n x m) matris igin simetriktir.

iv. Bir (n x n) matrisin asal kdsegen elemanlarinin toplamina matrisin izi denir ve izA olarak
gosterilir. Buna gore izA = aj; + agp + ... + @y, olmaktadir. iz(A + B) = izA + izB ve izA = izA
dir.



Nazim K. Ekinci Matematiksel Tktisat Notlart 2012

2.2. DETERMINANTLAR
Tanim 2.7. (2 x 2) Matrisin Determinanti.

a a
A= { H 12} (2 x 2) kare bir matrisin determinanti, detA ya da | A| olarak gosterilir ve
21 22

detA = aj1ax — aodyg

olmak tizere reel bir sayidir. Yani (2 x 2) matrisin determinant1 asal kosegen elemanlarinin
carpimindan, ters kosegen elemanlarinin ¢arpiminin ¢ikarilmasi yoluyla bulunur.

1 2 30 11 . :
Buna gére A= ,B= ,C = matrislerinin determinantlari
1 4 1 2 2 2

detA=14-12=2,detB=3.2-0.1=6,vedetC=12-12=0

olarak hesaplanir. B’nin alt tiggen bir matris olduguna ve determinantinin (asal) kosegen
elemanlarinin ¢arpimi olduguna dikkat ediniz. Benzer sekilde iist tiggen ya da kdsegen (2 x 2)
matrislerin determinantlar1 da (asal) kdsegen elemanlarinin ¢arpimlarindan ibaret olacaktir.
Uygun birer matris yazarak bunu gosteriniz.

Daha iist mertebeden matrislerin determinantlarini (2 x 2) matrislerin determinantlari

yardimiyla tamimlayacagiz. Bunun i¢in 6nce (3 x 3) matris icin minér ve kofaktér (ya da
escarpan) tanimlarini vermek gerekiyor. Simdi,

a;; a;, a5
A= a1 Ay, Ayg

a‘31 a32 a33

matrisinde aj; elemaninin minérii A’nin " satirin ve j"™ siitunun ¢ikarilmas ile elde edilen
(2 x 2) altmatrisin determinant: olarak tammlanir ve Mi; ile gosterilir. Buna gore

a,, a . .
M,, =det| > ~*| ( A’nin birinci satir1 ve birinci siitunu gikarildi)
a‘32 a33_
_a21 azs_ s C. e e
M,, = det ( A’nin birinci satir1 ve ikinci siitunu ¢ikarildi)
a31 a33
_aZl azz_ s L. v e e e
M, = det ( A’nin birinci satir1 ve liglincii siitunu ¢ikarildi)
|95 g,
_a12 a13_ , e C e .
M,, =det ( A’nin ikinci satir1 ve birinci siitunu ¢ikarildr)
_a32 a‘33
_all 8.13_ 5 e . e e
M,, = det ( A’nin ikinci satir1 ve ikinci siitunu ¢ikarildi)
a’31 a33



Nazim K. Ekinci

a,, a
M ’s — det 11 12
_a31 a’32
S
M,, = det 12 %3
|8 3y
[a., a
M., = det 11 %3
| Qy; Qg |
S
My, =det| 2
a21 a'22

( A’nin ikinci satir1 ve tiglincii siitunu ¢ikarildi)

( A’nin tiglincii satir1 ve birinci stitunu ¢ikarildr)

( A’nin tiglincii satir1 ve ikinci siitunu ¢ikarildi)

( A’nin liglincii satirt ve tiglincii siitunu ¢ikarildi)

Matematiksel Tktisat Notlart

2012

olmak tizere (3 x 3) matrisin dokuz tane mindrii vardir. Boylece, (2 x 2) determinant tanimini
kullanarak, érnegin M1 = azrass — ax3asy, M32 = dj1dp3z — djzdnl olmaktadir. A'J = ('1)I+JMij

isaretli minorlerine de aj; elemaninin kofaktorii denir. Dolayisi ile A nin kofaktorleri

Asr = (-1)" "My = My
Arz = (-1)1"*Myp = -My,
Az = (-1)"*Myz = Mgz
Aot = (-1 Mz = -Myy
Az = (-1)**My, = My,
Azz = (-1)"°Myz = -Mas
Ag1 = (-1)* My = My
Az = (-1)**My; = -My
Ags = (-1)**Mgs = Mg

olmaktadir. Kofaktorlerin isaretlerinin

bi¢iminde bir kalip izlediklerine dikkat ediniz. Ornegin,

matrisinin minorleri ve kofaktorleri

My;=24-11=7
M12 =34-15=7
Mi3=31-25=-7
M21 =04-12=-2
My=14-25=-6
M23 =11-05=1
M3;=01-22=-4
M32 =11-32 =-5
M33=12-03=2

ve

ve
ve
ve
ve
ve
ve
ve
ve

All =7
A12 =-7
A13 =-7
A21 =2
A22 =-6
A23 =-1
Az =-4
Az =5
Az =2

o w =

10

0
2
1

A AN
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olarak hesaplanir. Simdi A’nin birinci satir elemanlarin1 kofaktorleriyle ¢arparak toplayalim:
autAn +apAr + a13A3 = 1.7 + 0.(-7) + 2.(-7) = -7.

Bu isleme A’nin birinci satir1 lizerinden Laplace agilimi denir. Ayni seyi A nin diyelim
ikinci satirt

a21A + a2A2 + a3A23 = 3.2 + 2.(-6) + 1.(-1) = -7 (A’nin ikinci satir {izerinden Laplace
acilimi)

ya da {i¢iincii siitunu i¢in yaparsak:

a13A13 + a23A03 + a33A33 = 2.(-7) + 1.(-1) + 4.(2) = -7 (A’nin {iglinci siitunu lizerinden Laplace
acilimi)

buluruz. Okuyucu A’nin herhangi bir satir1 veya siitunu lizerinden Laplace agilimi yaparsa —7
sonucunu bulacaktir. Her durumda ajj leri kendi kofaktorleriyle carptigimiza dikkat ediniz.

Ote yandan A’nin birinci satir elemanlarini, diyelim ikinci satir kofaktérleriyle carparak
toplarsak

anAp + aphAxn +a;3A»n=12+0+ 2(-1) =0

buluruz. Yabanci kofaktorlerle, yani A nin herhangi bir satir ya da siitiin elemanlarini bagka
bir satir ya da siitunun kofaktorleriyle carparak, yapilan acilimlar, okuyucunun denemesi
gerektigi gibi, her zaman sifir sonucunu verir.

Tanim 2.8. (3 x 3) Matrisin Determinanti.

A = [aj], (3 x 3) kare matrisinin determinanti1 herhangi bir satir ya da siitun {izerinden Laplace
acilimina esittir. Dolayis1 ile

i satir iizerinden  detA = apAjy + aipAip + aisAiz
ijI siitun tuzerinden detA = alelj + alezj + alegj

olarak tanimlanir.
Bir matrisin determinanti tek bir sayidir. Dolayisi ile determinant hesaplanirken hangi satirt

veya slitunu sectigimiz sonucu degistirmeyecektir. Pratikte acilim en ¢ok sifir i¢eren satir ya
da siitun tizerinden yapulir.

101
Omegin A=|2 3 1| matrisinin determinantini ikinci siitun (ya da birinci satir) {izerinden
4 25

hesaplamak uygun olacaktir. Bu durumda sadece iki kofaktor (A2, ve Asp) hesaplamak
yeterlidir. Boylece detA = azAz; + aspAsz = 3(1.5-1.4) - 2(1.1-1.2) =5 olur.

11
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Laplace agilimi teknigi her mertebeden kare matrise uygulanir. Genel bir A (n X n) matrisinin
mindrleri (Mjj) A’nin ilgili satir ve siitunun ¢tkarilmasiyla elde edilen (n-1 X n-1) altmatrisin
determinant, kofaktdrleri ise isaretli mindrler yani Ajj = (-1)""'Mij olur. Bdylece, hesaplanacak
determinantlarin mertebesi (2 x 2) determinanta kadar azaltilarak hesaplama yapilir.
Kofaktorler hesaplandiktan sonra herhangi bir satir ya da siitun iizerinden Laplace agilimi
uygulanarak determinant hesaplanir. Burada (4 x 4) bir matris 6rnegi vermekle yetinecegiz.

olsun. Laplace agilimini en ¢ok sifir igeren dordiincii siitun tizerinden

R P o P
N W oo P
w U1y W
A O R ©

yaparsak detA = aj4A14 + a24A24 + a34A34 + a44A44 olacaktir. Gene her elemani kendi
kofaktori ile carptigimiza dikkat ediniz. Burada a4 = ags = 0 oldugundan

detA = a4Az4 + aasAuy
olacaktir. Dolayisiyla sadece iki kofaktor hesaplamak yeterlidir.

113

A, =(-D)*"M, =M, =det|1 3 5—3 o _ 4t 5+31 3—2
‘o a0 A 123_23 13 o2

((3 x 3) determinant birinci satir lizerinden Laplace acilimiyla hesaplandi.)

L3 2 5 1 3
A44:(—1)4+4M44:M24:det 0 2 5 :J_‘s 5‘4_1‘2 5‘:_6.
1 35

((3 x 3) determinant birinci siitun iizerinden Laplace acilimiyla hesaplandi.)

Ao4 in A’nin 1kinci satirmi ve dordiincii siitununu; Ass in A’nin son satir ve siitununu
cikarararak elde edildiklerine dikkat ediniz. O halde

detA = ay4Ar4 + AaaAss = 1(-2) + 4(-6) =-26 olur.
Simdi determinantlarin temel 6zelliklerine iligkin 6nemli bir sonucu veriyoruz.
Teorem 2.3. A = [ajj], (n x n) kare matris olsun. Oyleyse,

i. detA = detA, yani bir matrisin devriginin determinant: matrisin determinant ile aynidir.
ii. A nin bir satir ya da siitun elemanlarinin hepsi sifirsa detA = 0 olur.

i1i. A nin iki satir ya da siitunu yer degistirilirse detA isaret degistirir ve her yer degistirmede
isaret degisir.

1v. A nin iki satir ya da siitunu ayni ise detA = 0 olur.

v. A nin bir satir1 (siitunu) bir say1 ile ¢arpilip baska bir satira (slituna) eklenmesi veya
cikarilmastyla elde edilen matrisin determinant1 detA ile aynidir.

12
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vi. A nin bir satir ya da siitun elemanlarini bir a sayist ile ¢arparak elde edilen matrisin
determinant1 adetA dir. A nin k satir1 (siitunu) a ile carpilirsa determinant a*detA olur.
det[oajj] = o"detA dir.

vii. A kdsegen, alt liggen veya tist liggen bir matris ise determinant1 A nin (asal) kdsegen
elemanlarinin ¢arpimina esittir, yani detA = a;1a,,833....ann dir.

Bu teoremin dogrulugunu (2 x 2) bir matrix ile baglayarak gosterebiliriz.

; _|:all a12:| ; t _|:all a21:| . . _ _ t oy

LA= Ise A = dir. Dolayisi ile detA = ajja; — a10821 = detA" dir. Bu
a21 a22 a'12 a22

sonucun onemi A nin satirlari i¢in dogru olan herseyin siitunlari i¢in de dogru olmasi

anlamina gelmesindendir. Ciinkii A nn siitunlar1 A" nin satirlaridir. Dolayisi ile A nin

siitunlarina iliskin herseyi devriginin satirlar1 {izerinden gosterebiliriz. Oyleyse gosterimin

kalanini sadece satirlar (ya da siitunlar) i¢in yapabiliriz.

ii. A nin herhangi bir satir1 sifirlardan olusuyorsa, 6rnegin aj; = 0 = a;2, detA = 0 olacagi

aciktir.

a'21 a22

iii. A nin iki satir1 yer degisirse A* = {
a‘ll a12

} olur ve detA* = a,1a;, — a31ax, = -detA olur
yani igaret degistirir.

iv. (2 x 2) bir matrisin iki satir1 ayni ise a1 = a1 V€ @12 = app olmalidir. O halde detA = ajja; —
arodo1 = a11812 — arzagy = 0 olur.

v. A nin ikinci stitununu bir k ile ¢arpip birinci siituna eklersek B = {

a, +k a
11 a12 12:| elde
ay +kay, @y,
ederiz. Dolayisi ile detB = ajjay; + Kajoaz — aipdz — Kaggaz, = detA olur.

kail a12
aZl a22
kolaylikla gosterilir.

Vi, det{ } =k det A oldugu agiktir. Ikinci siitunu da k ile carparsak k®detA olacag: da
vii. A diyelim alt iggen ise aj» = 0 dir dolayisi ile detA = aj;a,; olur.

Simdi genel hali ele alalim.
a11 a12 a13 all aZl a3l

i. A=|a,, a,, a,, |ise Al = a,, a,, a,, | olur. Al nin determinantini birinci satir iizerinden
a31 a‘32 a33 a13 a23 a‘33_
hesaplarsak

a,, a a,, a a,, a _ .
det A'=a,| 7 % 2 el % elde ederiz. Ama bu A min determinantinin

23 33 13 33 a‘13 a‘23
birinci siitun lizerinden hesaplanmasi ile ayni1 seydir. Dolayist ile (3 x 3) matris igin detA =
detA' olur. Burada dikkat edilecek husus devrik alma isleminin (2 x 2) altmatrislerin
determinant degerlerini, yani A nin mindrlerini, etkilemedigidir. (4 x 4) bir matrisin

determinant1 (3 x 3) determinant degerlerine baghdir ki simdi gdsterdigimiz gibi bunlar devrik

13
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alma isleminden etkilenmez. O halde sonu¢ (4 x 4) matris i¢in de gegerlidir. Boylece
tiimevarim yoluyla detA = detA' 6zelliginin genel olarak gecerli oldugu goriiliir.

i1. Herhangi bir mertebeden A matrisinin bir satir elemanlarinin hepsi sifirsa Laplace agilimi o
satir lizerinden yapilir ve sonug sifir olur.

iii. (3 x 3) bir matrisin tiglincii satir elemanlarinin mindrleri ilk iki satirdan elde edilen (2 x 2)
matrislerin determinantidir. 11k iki satirm yerlerini degistirirsek (2 x 2) matrislerin satirlar1 yer
ve determinantlari isaret degistirir. Dolayisi ile {igiincii satir lizerinden yapilan Laplace agilimi
detA nin ters isaretlisidir. Daha yiiksek mertebeden matrisler i¢in tlimevarim yonteminin
kurgulanmasini okuyucuya birakiyoruz.

iv. Bir matrisin iki satir1 ayniysa bunlarin yerlerini degistirmek detA nin degerini
etkilememelidir. Ama (ii1) 6zelliginden detA isaret degistirmelidir ki bu da ancak detA = 0 ise
olur.

v. Diyelim ki bir A (n x n) matrisinin ikinci satirni bir k ile ¢arpip birinci satira ekledik ve
yeni matrisin (B diyelim) determinantini birinci satir izerinden Laplace a¢ilimi ile
hesapliyoruz:

detB = (3.11 + kalz)All + (3.12 + kazz)A]_z + ...+ (a]_n + kaZn)Aln.

Dikkat edilirse burada Bj = Ay; dir ¢iinkii kofaktorler hesaplanirken birinci satir
cikarilmaktadir ve A ile B birinci satir disinda ayni matrislerdir. Dolayisi ile

detB = (a11A11 + a12A12 + ... + a1A1n) + K(812A11 + a20A12 + ... + anAgn) = detA

olur ¢linkii son parantez i¢inde yabanci kofaktorlerle yapilan a¢ilim vardir ve her zaman
sifirdir.

Vi - vil. (3 X 3) matristen baglayarak gdsterimi alistirma olarak okuyucuya birakilmstir.

Bu teorem determinantlarin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.

Ornek 2.6.
2 2 -1 2 5 7
i. A=|5 1 9 |ise A= 2 1 4] dir. detA’y1 hesaplamak i¢in ikinci satir1 birinci
7 4 3 -1 9 3
0 2 -1
satirdan ¢ikararak B=[4 1 9 | elde ederiz. Teorem 3 (v) 6zelliginden detA = detB
3 4 3

olmalidir ve B nin determinantin1 hesaplamak nispeten daha kolaydir, ¢iinkii birinci satirinda
bir eleman sifirdir. Dolayisi ile B nin determinantini birinci satir {izerinden hesaplarsak detA
=detB =-2(4.3—-3.9) + (-1)(4.4 — 1.3) = 2 buluruz. A’ niin determinantinin hesaplanarak
detA’ya esit oldugunun gosterilmesini alistirma olarak birakiyoruz.

14
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2 11
ii. A=|5 4 1] isedetA =0 dir. Ciinkii, A nin son iki siitununu toplay1p birinci siitundan
7 3 4
011
cikaririrsak B={0 4 1| elde ederiz. (v) 6zelliginden detA = detB dir ve (i1) 6zelliginden
0 3 4

detB = 0 dir. Ayn1 sonucu (iv) 6zelliginden de gdsterebiliriz. A nin son siitununu ikinci siituna
eklersek elde edilen matrisin determinant1 ayni kalir. Ama bu yolla elde edilen matrisin (B*
diyelim) ilk iki siitunu aynidir ve determinanti (iv) 6zelliginden sifirdir. Burada biz ayn1
sonucu B* 1n ikinci stitununu ilkinden ¢ikararak gosterdik.

2 2 -1 1 1 9
. A=|1 1 9 | matrisinin ilk iki satirmnin yeri degistirilirse B=|2 2 —1| elde edilir.
7 4 3 7 4 3

A nin ikinci satirini ikiyle ¢arpip ilkinden ¢ikararak elde edilen matrisin determinant1 = detA
=-19(1.4 — 1.7) = 57 olur. B nin ilk satirin1 ikiyle ¢arpip ikincisinden ¢ikararak elde edilen
matrisin determinanti = detB = 19(1.4 — 1.7) = -57 = -detA olur. Boylece iki satirin yerinin
degistirilmesi determinantin isaretini degistirmistir. Bu degistirmeden sonra yapilacak her
degistirme tekrar isaret degistirecektir. Ornegin, B nin son iki siitunun yer degistirilmesi ile
elde edilen matrisin determinantinin —detB = detA oldugunun goésterimini okuyucuya
birakiyoruz.

1111
. 2 3 2 2 . . e
iv. A= 34 2 3 olsun. A nin ilk satirmi ikiyle ¢arpip ikincisinden ¢ikaririsak
157 4
1111
111 1 1 1
0100
B= 34 9 3 olur. detA=detB=det|3 2 3|=det{0 -1 0|=-3 olarak
1 7 4 1 7 4
157 4

hesaplanir. (3 x 3) determinant1 hesaplarken ilk satir1 {i¢ ile carpip ikinci satirdan ¢ikararak
islem yaptigimiza dikkat ediniz.

111
v. A=|0 2 3| bir iist iiggen matris olsun. Buna gore detA = ajjaypaz; = 1.2.4 =8
0 0 4

olmalidir. Gergekten de detA y1 son satir tizerinden Laplace agilimi ile hesaplarsak

11
det A= 4det{O 2} =4(1.2) =8 olur.

15
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Tanim 2.9. Tekil olmayan matrisler ve ters matris.

A = [ajj] (n xn) kare matris olsun. Eger AB = BA = olacak sekilde (n X n) bir B matrisi varsa
A tekil olmayan, ya da tersi olan, bir matristir denir. Bu durumda B, A nin ters matrisidir
denir ve B = A™ olarak gosterilir. Eger boyle bir A™ matrisi yoksa A tekil bir matristir denir.

Ters matrisin sadece kare matrisler i¢in tanimlandigina ve her kare matrisin tersinin olmasi
gerekmedigine dikkat ediniz. Tekil matrisler tersi olmayan matrislerdir. Ornegin,

11 . . a
A= 2 9 matrsini ele alalim. Bir B =

} matrisinin A nin tersi olmasi i¢cin AB = BA =
C

a+c b+d 10
I olmas1 yani AB = gerekir. Matris esitligi tanimindana+c =1,
2a+2c 2b+2d| [0 1

b+d=0,2(a+c)=0,ve2(b+d)=1yadal=0 olmalidir ki bu da olamaz. Dolayis1 ile A
tekil bir matristir yani tersi yoktur. Tekil olan A matrisi i¢in detA = 0 olduguna dikkat ediniz.

, 11 2 -05
Ote yandan A= {2 4} matrisi ve B = { w 5} matrislerini ele alalim. AB=BA =1((2 x

2) birim matris) oldugu kolaylikla gériiliir. Yani A™ vardir ve A tekil olmayan bir matristir.
Tekil olmayan A matrisi i¢in detA # 0 olduguna dikkat ediniz.

Tanim 2.10. Esmatris.

A = [ajj] (n xn) kare matris olsun. A nin kofaktdrlerinden olusan matrisin devrigine A nin
esmatrisi denir ve esA olarak gosterilir.

Simdi (2 x 2) bir matrisin kofaktorleri Aj1 = @z, A1z = -821, Ag1 = -a12, A = 11 dir. Dolayisi

Ay A21}
As Ay

elemanlarin yerlerini, kosegen olmayan elemanlarin da isaretlerini degistirmek suretiyle
kolayca hesaplanir. Burada

. a, —4a . . . .. ..
ile esA= { 2{ 2 12} dir. Yani (2 x 2) bir matrisin esmatrisi kdsegen

—d; 4

A(esA) = |:a11A11 + alZAiz 3.11A21 + alezz } B {det A O

aZlAil + a22A12 a‘21A21 + a22A22

0 det A} oldugunu goriiyoruz.

Bunun nedeni A(esA) matrisinin asal kdsegen elemanlarinin A nin satirlar itibariyle Laplace
acilimlari; ters kdsegen elemanlarinin ise A nin satirlar itibariyle yabanci kofaktor agilimlari
olmasidir. Determinant bahsinden bildigimiz gibi Laplace agilimlar1 A nin determinanti iken,
yabanci kofaktor acilimlar her zaman sifirdir. (esA)A matrisi de, okuyucunun gostermesi

detA 0
} sonucunu verecektir. Dolayis1 ile detA # 0 olmak iizere (2 x 2) bir

erektigi gibi,

matrisin tersi
A—l _ 1 esA = 1 azz - a12
det A detA|—-a,, a,,

16
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olacaktir.
Ar Ay Ay
Bir (3 x 3) kare matris igin ise esSA=| A, A,, A, | olur. esA nin siitun elemanlarmnin (satir
As Ay Ay
elemanlarinin) A nin satir elemanlarinin (siitun elemanlarinin) kofaktorleri olduguna dikkat
detA 0 O
ediniz. Burada da A(esA)=|0 det A 0| = (esA)A olacaktir. Ciinkii kosegen elemanlar
0 0 detA

Laplace ac¢ilimlari olurken, kdsegen tizerinde olmayan elemanlar yabanci kofaktorlerle
acilimdir ve sifirdir. Dolayisi ile (3 x 3) bir matrisin tersi, gene detA # 0 olmak iizere,

1= L esAdir.
det A
Ornek 2.7.
2 11
i. A=|5 4 1| olsun.detA =0 oldugundan A tekil bir matristir, A yoktur. Bunu gérmek
7 3 4
a b c

icin B=|a S & | matrisinin A nin tersi oldugunu diisiinelim. Oyleyse AB = I olmalidur.
X y z

Dolayisiyla AB nin, 6rnegin, birinci siitun elemanlar1 I nin birinci slitun elemanlarina esit yani

2atoat+x=1
S5a+40+x=0
TJa+3a+4x=0

olmalidir. Ama bu ii¢ denklemi saglayan (a, a, x) sayilar1 yoktur. Clinkii birinci denklemi
ikincisinden ¢ikarirsak 3a + 3o =-1 ya da a = -a - 1/3 elde ederiz. Bunu denklemlerde yerine
koyarsak

-0 +x=5/3
-0 +x=15/3
-4a+4x=17/3

cikar ki bu da 5/3 = 7/12 demek olur. Dolayisi ile AB = I saglayan bir B matrisi yoktur.

. 11 . P 1
ii. A= 0 1 olsun. detA = 1 dir ve A vardir. esA =

0 J ve detA = 1 olduguna gore

1 -1
Al = { ; 1} olur. AA™ = | = AA oldugu kolaylikla goriiliir.

17
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2 01
ii. A=|5 4 1| olsun. Burada detA = 2 dir ve A tekil olmayan bir matristir. A nin esmatrisi
3 21
2 2 -4 2 2 -4 1 1 -2
esSA=|—-2 -1 3 |dir. Dolayisiile A™ = dﬁ -2 -1 3 |=[-1 -05 15
€
-2 -4 8 -2 -4 8 -1 -2 4

olur. AAT=A?A =1 oldugunun saglamasini okuyucuya birakiyoruz.

12 31
) 0 2 01 . : .
iv. A= 00 40 olsun. Bu iist tiggen matrisini determinanti detA = 1.2.4.1 = § dir.
0 0 01
8 -8 -6 0]
0 0 -4 .
Matrisin esmatrisi esA = dir. Oyleyse
0 2 0
0 0O 8

8 1 -1 -075 0 |

1 10 0 05 0 -05

B:mo o 2 ol7lo o o025 o olur ve BA = AB =1 oldugu
0 0

gosterilebilir. Yani (4 x 4) bir matris i¢in de detA = 0 ise A = (1/detA)esA olmaktadir.

Bu sonuglar1 asagidaki teoremde topluyoruz.

Teorem 4. A =[a;] (n x n) kare matris olsun. Eger detA = 0 ise A tekil olmayan bir
matristir ve A™ =

! y esA dir. Eger detA = 0 ise A tekil bir matristir ve tersi yoktur.

Theorem 5. A ve B (n x n) tekil olmayan matrisler olsun. Oyleyse,
i. A tektir, yani A nin ayri iki tersi olamaz.

i. (A)™ = (A", yani devrigin tersi, tersin devrigidir.
iii. A simetrik ise A™ de simetrik bir matristir.
iv. (AB)* =B?A™,

18
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Kamit: i) C ve D A nin ters matrisleri olsun. Dolayist ile CA = BA = I dir. Oyleyse AB =1 =
C(AB) = Cl = C olur. Ama C(AB) = (CA)B = IB = B oldugundan B = C olmalidur. ii) Tanim
geregi AA™ =1 oldugundan (AA™)' = | olur. Ama (AA™M)' = (A™Y)'A' oldugundan (A)'A' = |
olur. Ote yandan gene tanim geregi A2A = 1 ve (A™A)' = | yani A{(A™Y)' =1 dir. Dolayust ile
(AD'A" =1 = AA™N) dir ve A" nin tersi (A™)" dir. iii) A simetrik ise A = A" dir. Dolayis1 ile A”
L= (AY? dir. Oyleyse (ii) 6zelliginden A™ = (A™)" dir ve bu da A™ simetrik bir matristir
demektir. iv) (AB)™ = B*A™ olmast i¢in B*'A*(AB) = | = (AB)BA™ olmas1 gerekir. Teorem
2 yi kullanarak B*A™ (AB) = B* (A*A)B = BIB = B'B =1 oldugu gésterilir. Benzer sekilde
| = (AB)B™A™ oldugu da gosterilir.

a b Xy a p . _ .
A= ,B= ,C= asagidaki sonuglari (2 x 2) durumu i¢in ispatlayiniz:
c d Z v o p

I. detAB = detAdetB
ii. AB = AC = B = C ancak ve ancak A tekil olmayan bir matristir.
iii. AB = Oy = B = Op, ancak ve ancak A tekil olmayan bir matristir.

3. VEKTORLER VE DOGRUSAL BAGIMSIZLIK

A ={a,....,, an) ve B = {by,...., by) iki kiime olmak iizere A ve B nin kartezyen ¢arpiminin
AxB={(a b)| ac Aveb e B}

olarak tanimlandigin1 biliyoruz. Buna gére AxB (a, b) siral1 ikililerinden olugsmaktadir.
Burada sira énemlidir. Ornegin A = {1, 2} ve B= {1, 2, 7} ise

AxB={(1,1),(1,2),(1,7),(2,1) (2,2), (2, 7)}

olur. Dolayisi ile (1, 2) ve (2, 1) elemanlari farkli elemanlardir ¢linkii (1, 2) elemaninda 1 €
A, 2 € Biken; (2, 1) elemaninda 2 € A ve 1 € B dir. Benzer sekilde R?uzay1 da

R?=RxR = {(x1, X2) | X1 € Rvex, € R}
sirali ikilileri olarak tanimlanir ve elemanlarina vektor denir. X = (X1, X2) € R? vektoriinde X1

Ve X, ye x in bilesenleri denir. Ornegin (1, 3), (-1, 2), (3, 1), (0.1, -16) R* de vektdrlerdir. Bu
sekliyle vektorlere satir vektorler denir. R” nin elemanlarini

1)\ (-1)(3)(0.1

3) 2)(1)\-16
seklinde siitun vektdrler olarak da gosterebiliriz. R? de satir vektérleri (1 x 2) “satir” matrisler,
stitun vektorleri ise (2 x 1) “slitun” matrisler olarak degerlendirebiliriz. Aslinda R? uzayi (1 x

2) ve (2 x 1) matris uzaylar1 ile matematiksel acidan 6zdestir. Ama biz gene de satir ve siitun
vektor ayrimina dikkat edecegiz.
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Buradan hareketle R® (X1, X2, X3) sirali Gigliileri, yada 3-vektorleri, olarak tanimlanir. Satir
vektorler olarak (1, 2, 3), (-1, 0.1, 0) ve (0, 1, 0) R® de vektorlerdir. Ayni vektorleri siitun
vektorler olarak da

1)(-1)(0
2,/01}1
3 0/\0
Xl
X2

seklinde gosterebiliriz. Genel olarak R" (X1, X2, ..., Xn) Ya da X | sirali n-lilerin, ya da n-

vektorlerin, kiimesi olarak tanimlanir. Ornegin (1, 0, -1, 3) R* de, (1,1,5,1,1) R® de
vektorlerdir.

Vektorleri uygun mertebeden matrisler olarak diisiindiiglimiizde bir sonraki tanim
kendiliginden olusur:

Tanim 11. Vektoérlerde skalar ¢carpim, toplama ve ¢ikarma

X = (X1, s Xn) , Y= (Y1, ..., Yn) € R" ve a € R olmak iizere,
i. (skalar ¢arpim) ox = (axy, 0X2, ..., 0Xp),

il. (vektor toplami) x +y = (X1 + Y1, X2 + Y2, ..., Xn + Yn),
iii. (gikarma) X — Y = (X1 - Y1, X2 - Y2, -y Xn = Yn)-

Omeginx=(1,2,3)vey=(-2,3,5) € R® olmak iizere
x+y=(1-2,2+3, 3+5) = (-1, 5, 8),

X -y =(1-(-2), 2-3, 3-5) = (3, -1, -2),

2x =(2.1,2.2,2.3)=(2, 4, 6) olur. Ayn1 seyi

1 -2 1-2 -1 1+2 3 2
x=|2Ly=| 3 [ x+y=|2+3|=| 5 | x—-y=[2-3|=|-1|2x=4
3 5 3+5 8 3-5 -2 6

olarak da gosterebiliriz. Bir sonraki sonu¢ da matris islemlerine dair bilgilerimiz 15181nda
asikardir.

Teorem 6.x,y,z € R"ve a, B € R olmak iizere vektor islemleri asagidakileri saglar:
LX+Yy=y+X,X=y=-(y—X)

i.X+ty+z=x+(y+2)=(x+y)+z

. a(x £y) =ox £ ay,

iv. (0t B)x +y)=(a+Px+(atPly=ax+y) +pX+y).

Tanim 12 ig¢ garpim.

X = (X1, .oy Xn) , Y = (Y1, ..., Yn) € R" olmak iizere x ve y nin i¢ ¢arpimi xy olarak gosterilir ve
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XY =D XY = XYy + XY, + et XY,

i-1
olarak tanimlanir.

Uyarr: I¢ carpim ayni mertebeden vektdrler i¢in tanimlidir. Vektdrleri matris olarak
diistindiigimiizde i¢ ¢arpim iki matrisin ¢arpimidir ve bunlarin ¢arpim i¢in uyumlu olmasi
gerekir. Bu nedenle x ve y satir vektorlerse i¢ carpimi xy' (Y' y nin devrigi); siitun vektorlerse
ic carpimi x'y olarak yazmamiz gerekir ve bazi kitaplar boyle yapar. Biz burada karisikliga
neden olmadigi silirece i¢ ¢carpim i¢in Xy notasyonunu kullanacagiz. Ama bazi durumlarda
diger notasyonlari da kullanabiliriz.

Ornek 2. 8.

i.x=(1,2),y=(25),z=(-2,1) € R?olsun. O halde

xy=12+25=12,

xz=1.(-2)+21=0,

zx=-21+12=0,

yx=2.1+5.2=12olur.

Ote yandan 2xy i¢ carpimini dnce 2x = (2, 4) sonra (2x)y = 24, ya da 2(xy) = 2.12 =24 ya da
X(2y) = x(4, 10) = 1.4 + 2.10 = 24 olarak hesaplayabiliriz.

i.x=(1,2-1),y=(11,1),z=(1,0,1) e R®olsun. O halde
xy=11+21+(-1).1=2,

yx=11+12+1.(-1) =2,

x2=11+20+(-1).1=0

yz=11+1.0+1.1=2olur.

X(y+2z)=x(2,1,2)=12+2.1+(-1).2 =2, Burada x(y + z) = Xy + xz olduguna dikkat
ediniz. Ayrica 2(x +y)z =2xz +2yz=2.0 + 2.2 = 4 olacag1 da agiktir.

iii. X = R™ olsun. Burada R™ bilesenleri negatif olmayan sayilar olan vektorlerin kiimesidir.
Ornegin (-1, 0, 1) vektorii ¢ R** iken (1, 0, 0) € R* dir. Dolayisi ile x = (xy, ..., Xn) € X ise
X1,.., Xn 2 0 olan sayilardir. Simdi bir tliketicinin kullanabilecegi mallardan olusan mal
sepetleri diisiinelim. Ornegin, (1 birim ekmek, 3 birim peynir, 2 birim yag, 4 birim giyecek)
den olusan bir mal sepeti olabilir. A¢iktir ki bu sepeti (1, 3, 2, 4) olarak R** da vektér olarak
diistintilebiliriz. Burada siralilik iligkisinin 6nemine dikkat ediniz. (X1, X2, X3, X4) vektoriiniin
(mal sepetinin) birinci bileseni (x1) ekmek miktarini, ikinci bileseni (x2) peynir miktarini vb.
gostermektedir. Dolayisi ile R*" daki her vektdr bir mal sepetidir. Simdi p = (p1, P2, P3, Pa) bir
fiyat vektorii olsun. Burada p; ekmegin, p, peynirin vb. fiyat1 olmaktadir ve biitiin fiyatlarin
pozitif oldugunu diisiinebiliriz. Bu durumda px i¢ carpimi

PX = P1X1 + P2Xo + P3X3 + PaXs
olmak {izere sepetteki mal miktarlarini, mallarin fiyatlari ile ¢arparak elde edilen toplamdir ve
bir sepetin tiiketiciye maliyetidir. Ornegin x = (1, 3, 2, 4) sepetinin p = (1, 1.5, 2, 5)

fiyatlarinda maliyeti px = 1 + 4.5 + 4 + 20 = 29.5 TLdir. Dogal olarak tiiketici X — R"" da yer
alan her sepeti satin alamaz. Ornegin, 100 TLsi olan bir tiiketici p = (1, 1.5, 2, 5) fiyatlarinda
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x =(1, 1, 1, 20) sepetini alamaz, ¢iinkii px = 104.5 olmaktadir. O zaman M tiiketicinin
elindeki para miktarin1 géstermek iizere alabilecegi mal sepetleri kiimesini

B:{XEX| px < M}

olarak gosterebiliriz ki bu da tiiketicinin biit¢e kiimesidir ve tabi oldugu kisiti, yani px < M,
ifade etmektedir. Dolayisi ile tiiketici maliyeti (px) elindeki paradan (M) kiicilik ya da ona esit
olan sepetleri alabilir. Ornegin M = 100 iken p = (1, 1.5, 2, 5) fiyatlarmnda x = (1, 1, 1, 20) ¢
Bikeny=(1, 2, 3, 18) € B dir. Yani tiiketici 100 TL ile bu fiyatlarda 1 birim ekmek, 2 birim
peynir, 3 birim yag ve 18 birim giyecek alabilir (py = 1.1 + (1.5).2 + 2.3 + 5.18 = 100); ama
birer birim ekmek, peynir ve yag ile 20 birim giyecek alamaz.

Teorem 7.x,y,z € R"ve 0, B € R olmak iizere i¢ carpim islemi asagidakileri saglar:
I. Xy = yX

ii. (ax)y = x(ay) = a(xy)

li. (X +2)y =xy + xz

Asagidaki alistirmalar1 yaparak bu teoremin saglamasini okuyucuya birakiyoruz.

Tanim 13. Sifir vektér ve vektor esitligi.
i.0=(0,0, ..., 0) eR" vektdriine, yani biitiin bilesenleri sifir olan vektdre, sifir vektdr dentir.

ii.X,y e R"iginx; =y;,i=1, ..., n, ise, yani iki vektoriin karsilikl1 elemanlari esit ise, X esittir

y dir denir ve x =y olarak gosterilir.

Ornegin (0, 0) R? de sifir vektordiir. Agiktir ki her xe R" i¢inx +0=x =0 + x ve x0 = 0 = 0x
olacaktir. Iki vektor esit ise x — y = 0 olacag: da agiktr.

Tanim 14. Dogrusal bilesim.
Xl, X2, .y x¥ e R" olsun. Bu vektdrlerin herbirinin 3j € R katsayilar (skalar) ile ¢arpilarak
toplanmasiyla elde edilen y = alx1 + 3.2X2 +..+ akxk vektoriine Xl, Xz, - x¥ vektdrlerinin

dogrusal bilesimi denir.

Buna gore x* = (1, 2), x* = (0, 1), x* = (1, 1) vektérlerinin bir dogrusal bilesimi 2x* — x? + 3x*
=(2,4)-(0,1) +(3,3) =(2-0+3, 4-1+3) = (5, 6) dir. Buradaa; = 2,2, =-1, a3 = 3
olmaktadir. Gene, x* - X* - X° = (1-0-1, 2-1-1) =(0,0) daa; = 1, a = -1, az = -1 olmak tizere
baska bir dogrusal bilesimdir. Benzer sekilde

1 -2 4
x=|2|,y=| 3 ||z=|1|eR" vektorleri ile
3 5 1
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2 -2 4 0
2X—-y—-z=|4|-] 3 [-|1 0|,a1=2,a,=-1, a3 = -1 olmak iizere, ve
6 5 1 0

X+y—-z=|2|+| 3 |-|1 4 |,a1=1,a, =1, asz = -1 olmak iizere, dogrusal bilesimler
3 5 1 7
elde ederiz.

Tanim 15. Dogrusal Bagimsizlik.
Xl, XZ, v x¥ e R" olsun. Eger alxl + agx2 +..+ akxk = 0 esitligini saglayan en azindan bazi a;

# 0 olacak sekilde a; € R sayilar1 varsa xl, Xz, oy x¥ vektorleri dogrusal bagimlidir denir. Aksi
durumda, yani a;x* + ax* + ... + ax* = 0 < her i i¢in a; = 0 oluyorsa, x*, X?, ..., X vektorleri

dogrusal bagimsizdir denir.

Herhangi bir vektor kiimesini sifir katsayilarla ¢arpip toplarsak her zaman sifir vektorii elde
ederiz. Yani, herhangi bir x*, X*, ..., X € R" icin 0x* + 0x* + ... + 0x* = 0 olur. Dolayist ile bir
vektor kiimesinin dogrusal bagimli olmasi i¢in kiimenin en azindan bazilari sifirdan farkl
olan katsayilarla dogrusal bilesiminin sifir olmasi, ya da sifir vektoriinii bu vektorlerin sifirdan
farkli katsayilarla dogrusal bilesimi olarak yazmanin miimkiin olmasi, gerekmektedir. Bir
kiimenin dogrusal bagimli olmast demek kiimeden elde edilecek her dogrusal bilesimin sifir
vektor olmas1 demek degildir. Baz1 dogrusal bilesimler sifirdan farkli olabilir, ama en azindan
bir tane sifirdan farkli katsayilarla dogrusal bilesim sifir vektodriidiir. Ornegin, yukarida ele

1 -2 4
aldigmiz x=|2 |, y=| 3 [z=|1 eR? vektorleriiginx +y—z#0iken2x -y -z =0 dir
3 5 1

ve bu vektorler dogrusal bagimlidir, ¢ilinkii ax + by + cz =0 saglayana=2,b=-1,c=-1,
yani sifirdan farkl, katsayilar vardir.

Bu tanima gore sifir vektoriinii sifirdan farkl katsayilarla dogrusal bagimsiz bir x*, X2, ..., e
kiimesinin dogrusal bilesimi olarak yazamay1z; ya da dogrusal bagimsiz bir kiimenin sadece
biitiin katsayilari sifir olacak sekilde bir dogrusal bilesimi sifir vektdr olur. Ornegin x = (1, 0)
y = (0, 1) € R? olsun. ax + by = 0 olmasi i¢in

axy+by;=a=0
aX2+by2=b=O

olmalidir. Dolayisi ile (1, 0) ve (0, 1) vektorleri R? de dogrusal bagimsizdir. Bu vektorleri

kullanarak sifirdan farkli katsayilarla sifir vektoriinii bunlarin dogrusal bilesimi olarak elde
edemeyiz.
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Ornek 2.9.

e[

Burada x* ve x® vektorleri dogrusal bagimlidir. Bunun igin ax® + bx® = 0 sartin1 saglayan
sifirdan farkli a ve b sayilari oldugunu gostermemiz gerekiyor. Simdi, ax* + bx® = 0 yani a(l,
3) +b(2, 6) = (0, 0) olmasi i¢in

a+2b=0
3a+6b=0

olmalidir. Ama a = -2b sartin1 saglayan her a, b bu denklemleri saglar. Ornegin a = -1, b = 0.5;
yadaa=2,b=-1 gibi. Dolayisi ile 0 vektdriinii a ve b sifirdan farkli olmak iizere x* ve x*
vektorlerinin dogrusal bilesimi olarak yazmak miimkiindiir ve bu iki vektor R% de dogrusal
bagimlidir. Aym sonucu dogrudan gérmek de miimkiindiir: x> = 2x* dir ve 2x* - x* = 2(1, 3) —
(2,6) =(2,6)—(2,6)=(0,0) olur. Dikkat edilecegi gibi iki vektoriin dogrusal bagimli olmasi
demek birinin digerinin skalar ¢arpimi olmast demektir. Simdi, diizlemde (0, 0) ve (1, 3)
noktasindan gecen dogrunun denklemine y = a + bx dersek, bu denklem 0 =a+b0ve3 =a+
b kosullarin1 saglamali, yani a =0 ve b = 3 olmalidir. Dolayisi ile x* = (1, 3) vektorii y = 3x
dogrusu iizerinde yer alir. Ama x> = (2, 6) vektorii de y = 3x dogrusu iizerindedir. Iste
dogrusal bagimliligin anlami budur. R? de iki vektdr dogrusal bagimli ise orijinden gegen bir
dogru iizerinde yer alirlar.

Simdi, x* ve x* vektorlerini ele alalim. ax* + bx? = 0 olacaksa, a(1, 3) + b(-1, 2) = (0, 0), yani

a—b=0
3a+2b=0

olmalidir. Ik denklemden a = b, bunu ikinci de yerine koyunca da 5a = 0, dolaysiilea=b =
0 olur. Sifir vektoriinii bu iki vektoriin sifirdan farkli katsayilarla dogrusal bilesimi olarak
yazamiyoruz ve bu iki vektor dogrusal bagimsizdir. Bu iki vektor orjinden gecen ayn1 dogru
iizerinde yer almaz. x* vektdriiniin y = 3x dogrusu iizerinde yer aldigim biliyoruz. X2 = (-1, 2)
vektorili bu dogru tizerinde yer almaz ¢iinkii 2 # 3.(-1) dir.

Benzer sekilde x* ve x* vektorleri de dogrusal bagimsizdir. Ciinkii ax™ + bx* = 0 olmas igin

a+h=0
3a—-b=0

olmalidir ve bu sartlar1 da ancak a =b = 0 saglar.
Simdi x*, X* ve x* vektorlerini ele alalim. Bu vektorler ¢iftler halinde dogrusal bagimsizdir ve
biz tigiiniin bir dogrusal bagimsiz kiime olusturup olusturmadigina bakmak istiyoruz. ax* +

bx? + cx* = 0 olmast i¢in

a—-b+c=0
3a+2b-c=0
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olmalidir. Buda—a+b=3a+2b,yadada+b=0vec=b-a, sartini saglayan her a, b,
degeri i¢in dogrudur. Ornegin, a = 1 koyarsak, b = -4 ve ¢ = -5 olur. Gergekten de

1 5 . (1 -1 1 1+4-5 0 o )
X —4x° -5x" = —4 -5 = olmaktadir. Yani ¢iftler halinde
3 2 -1) {(3-8+5 0

dogrusal bagimsiz olmalarina ragmen bu ii¢ vektdr beraberce dogrusal bagimlidir. R? de iig
vektoriin dogrusal bagimli olmasinin anlamina dikkat ediniz. Bu vektorler x! - 4bx?-5x* =0
sartini saglamaktadir. Dolayist ile x* = 4x® + 5x*, yani vektdrlerden birini diger ikisinin
dogrusal bilesimi olarak, yazabiliriz.

1 -2 4 -4
i. x=|2y=| 3 |,z=[1|v=|-1|eR? olsun.
3 5 1 -1

Burada x ve y dogrusal bagimsizdir. Ciinkii

1 -2 0
ax+by=al2|+b 3 |=|0| olmasiigin
3 5 0
a—2b=0
2a+3b=0
3a+5b=0

olmalidir. Tk denklemden a = 2b olmas1 gerektigi i¢in bu ii¢ denklemin sadece a =b = 0 i¢in
saglanacagi agiktir. Dolayisi ile x ve y vektorlerini kullanarak sifir vektoriinii sifirdan farkli
katsayilarla elde etmek miimkiin degildir ve vektorler R® de dogrusal bagimsizdir.

Benzer sekilde y ve z vektorleri de dogrusal bagimsizdir. Ciinkii ay + bz = 0 olmasi i¢in

-2a+4b=0
3a+b=0
5a+b=0

olmalidir. Bu da 3a = 5a yani a = 0 ve dolayisi ile b = 0 demektir. Yani ay + bz = 0 esitligi
ancak ve ancak a = b = 0 i¢in saglanmaktadir ve iki vektor R® de dogrusal bagimsizdir.

Ote yandan z ve v vektorleri dogrusal bagimlidir. Ciinkii, v = -z dir ve z + v = 0 olacag1
agiktir. R? de oldugu gibi R® de de iki vektor dogrusal bagimli iseler biri digerinin skalar
katidir. Yani iki vektor orijinden gegen ayni dogru iizerindedir.

X, y ve z vektorleri ciftler halinde dogrusal bagimsiz olduklar1 halde (x ve z nin dogrusal
bagimsiz oldugunu gdsteriniz) ii¢ vektdr birlikte dogrusal bagimlidir. Ornegin, okuyucunun
saglamasi gerektigi gibi, 2x — Yy — Z = 0 olmaktadir. Bu durumda z = 2x —y, yani vektorlerden
birini diger ikisinin dogrusal bilesimi olarak, yazabiliriz.
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1 0
iii. e* = (0} e’ = (J e R? vektorlerinin R? de dogrusal bagimsiz oldugunu daha énce

gormiistitk. Simdi herhangi bir x = (x1, X2) € R? vektriinii x = x3e* + x,6% olacak sekilde e' ve
e nin dogrusal bilesimi olarak yazabilecegimiz agiktir. Ornegin, x = (-1, 5) vektorii —e! + 5¢?
olacaktir. Dolayisi ile { et e, X} c R? kiimesi her x e R? i¢in dogrusal bagimlhidir. Ciinkii, x
= xle1 + x2e2 dir ve —x + xle1 + X262 =0 olur. Omegin x = (2, 7) vektoriinii ele alirsak x — 2¢!
— 762 =0 dir. Yani, ax + be® + ce? = 0 olacak sekilde sifirdan farkli a, b, ¢ sayilar1 vardir.

iv. R? de herhangi ii¢ vektor dogrusal bagimhidir. Yani, x, y, z € R*iseax + by + cz=0
esitligini saglayacak sekilde ii¢ii birden sifir olmayan a, b, ¢ sayilar1 vardir. Oncelikle x, y ve z
vektorlerinden birisi sifir vektorse bu dnerme dogrudur. Ug vektdriin herhangi ikisi dogrusal
bagimliysa da 6nerme dogrudur. (Neden?) Dolayis1 X, y ve z nin sifirdan farkli, ¢iftler halinde
dogrusal bagimsiz vektorler oldugunu varsayalim. O halde

a(x1, X2) + b(y1, ¥2) + ¢(z1, 22) = (0, 0, 0) i¢in

ax; +by; +c¢z;=0
axo + byz +cz,=0

olmalidir. Simdi, x, # 0 olmak iizere, ikinci denklemden, a = -(by, + €z,)/x, oradan da ilk
denklemde a’y1 yerine koyarak:

b(y, - 42%) + o(z, - 22) =0 ()

X2 2
elde ederiz. Parantez i¢indeki ifadeler sifirdan farklidir, ¢linkii x-y ve X-z vektorleri dogrusal
bagimsizdir. Eger, y1 — (Y2X1)/X2 = 0 iS€ y1X2 = Y2X; olur. Ama o zaman X = ay olacak sekilde
X y’nin skalar katidir ve x ile y dogrusal bagimli olur. Ornegin x = (1, 2) ve y = (3, 6) ise y1X2
= 3.2 = y»X3 = 6.1 olur. Dolayist1 ile (i) denkleminde b ve ¢’nin katsayilar1 sifirdan farklidir ve
denklem ancak sifirdan farkli b ve ¢ degerleri i¢in saglanabilir. O halde a, b, ¢ sayilarinin en

azindan ikisi sifirdan farklidir ve herhangi x, y, z € R? vektorleri R? de dogrusal bagimlidir.

1 0 0
v.et=|0]e*=|1|e*=|0|eR® olsun. Bu ii¢ vektor R® de dogrusal bagimsizdir. Ciinkii,
0 0 1

ae’ + be? + ce® = 0 demek a=0, b = 0 ve ¢ = 0 demektir. Simdi, herhangi bir v = (vy, Vy, V3) €
R® olsun. Agiktir ki

V = viel + vpe? + vged
olacaktir. Yani R® de herhangi bir vektorii e, e? ve € iin dogrusal bilesimi olarak yazabiliriz
ve bilesimin katsayilar1 vektoriin bilesenleridir. Ornegin, v = (1, -1, 3) vektori v = et-e?+

3e® olacaktir. Bu da { el e? e, v} c R kiimesinin her v e R® i¢in dogrusal bagimli olmast
demektir. Ciinkii, her v e R%icin v = vie' + v,e? + vze® dir ve -v + vt + voe? + vged = 0 olur.
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Theorem 7.
i. R" de en fazla n dogrusal bagimsiz vektor vardir: k > n vektdrden olusan her vektor kiimesi

dogrusal bagimlidir.
ii. X, X2, ..., X vektorleri ancak ve ancak biri digerlerinin dogrusal bilesimi ise dogrusal
bagimlidir.
iii. S={x' X4 ..., X} = R" olsun.
a) Eger S dogrusal bagimsiz ise S nin her altkiimesi de dogrusal bagimsizdir.

b) Eger S nin dogrusal bagimli bir altkiimesi varsa S de dogrusal bagimlidir.

Uyar1: Boylece dogrusal bagimsiz bir vektor kiimesinde bir vektorii digerlerinin dogrusal
bilesimi olarak yazamayacagimiz anlasilmaktadir. Yani, x*, X2, .., X eR" dogrusal bagimsiz
ise, diyelim, xt=ax+ ..+ akxk olacak sekilde a; katsayilari yoktur.

Bu teoremin énemli bir sonucu R" de n dogrusal bagimsiz vektorden olusan herhangi bir {v*,
..., V"} kiimesini kullanarak herhangi bir x € R" vektdriinii x = a;v* + ... + a,v" olarak ifade
edebilecegimizdir. Ciinkil {x, v, ..., v} kiimesi n+1 vektdrden olusur ve Teorem 7 (i)
uyarinca dogrusal bagimlidir, Teorem 7 (ii) ye gore de biri digerlerinin dogrusal bilesimidir
ve {V}, ..., v"} kiimesi dogrusal bagimsiz olduguna gére x’i bunlarin dogrusal bilesimi olarak
yazilabiliriz. Dolayist ile L(v) = {x| X =a;v' + ... + a\v", a € R} kiimesi, yani v’
vektorlerinin biitiin dogrusal bilesimlerinin kiimesi, R" e esittirir. Iste L(v) = R" olan bir
dogrusal bagimsiz {v', ..., v"} kiimesine R" nin taban, tabandaki vektdr sayisina da R" in
boyutu denir. Teorem 7 (i) ye gore R" in boyutu n dir. Yani n dogrusal bagimsiz vektorden
olusan her kiime R" nin bir tabanidir, R" in her tabani n dogrusal bagimsiz vektérden olusur.
Buna gore

1 0
el = (Oj’ e’ = (1] e R?vektorleri R? nin bir tabanidir ve buna R? nin standart tabani diyoruz.

1
Dolayistile x = (J e R? vektoriin {e', ez} tabanina gore ifade edilmis bi¢imidir.
1 2 1 2 : . . 1 .2 .
X = 1 € R°demek x = e” + e° demektir. Normal olarak vektorleri {e”, €°} tabanina gore ifade
. e . 1 1 2 0 2 . . 2 .
ediyoruz ve alisageldigimiz durum budur. Ama X = 1 87 = 1 € R” vektorleri de R” nin

1
bagka bir tabanidir ve X = (J € R? vektoriiniin bu tabana gore bilesenleri (1, 0) dir yani x =

1 0 0
1x* + 0€? dir. Benzer sekilde e' =| 0 |,e* =|1|e®> =] 0| e R® vektorleri de R? {in standart
0 0 1
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Xl
tabanidir ve X =| X, | € R® demek x = x;e* + xe? + xze® demektir. Ama R® de herhangi i
X3

dogrusal bagimsiz vektorden olusan kiime de bir tabandir.

4. BiR MATRISIN RANKI VE MATRIS CEBIRININ TEMEL TEOREMI

Simdi bir A (n x m) matrisini ele alalim:

Matrisin her satirmi a' = (ajr, aip, ..., aim) € R™ olarak yani R™ de bir vektdr olarak
diisiinebiliriz ve A nim n satir1 vardir. R™ de en fazla m sayida dogrusal bagimsiz vektor
olabilecegine gore A nin dogrusal bagimsiz satir sayist < min(n, m), yani n ve m den kii¢iik
olani, kadar ya da daha az olabilir. Ornegin, (3 x 5) bir matriste satirlar R® de vektérlerdir ve 3
satir vardir. min(3, 5) = 3 olduguna gore en fazla 3 dogrusal bagimsiz satir olabilir. Yani ya ii¢
satir dogrusal bagimsizdir, ya sadece ikisi dogrusal bagimsizdir, ya da dogrusal bagimsiz bir
satir vardir. Ote yandan, (5 x 3) bir matriste satirlar R® de vektérlerdir ve bes satir vardir.
Dolayisi ile R® de en fazla 3 dogrusal bagimsiz vektdr olabilecegine gdre—ki min(5, 3) = 3
diir— bes satirin en fazla ii¢li dogrusal bagimsiz olabilir.

1111
Omegin A=|2 2 0 1| (3,4) matrisinin satirlaria* = (1,1, 1, 1),a°=(2,2,0, 1) vea’ =
3312

(3, 3, 1, 2) olmak iizere R* de vektdrlerdir ve min(3, 4) = 3 oldugundan bu matrisin en fazla
ii¢ dogrusal bagimsiz satir1 olabilir. Burada a® = a* + a® oldugundan, yani vektérlerden biri
digerlerinin dogrusal bilesimi oldugundan, A nin satirlar1 dogrusal bagimlidir. Bu durumda A
nin dogrusal bagimsiz iki satir1 vardir: satirlar ¢iftler halinde dogrusal bagimsizdir.

a

a,;

Benzer gekilde matrisin her stitununu A; = e R" olmak iizere R" de vektorler olarak

anj
diistinebiliriz. Satirlar i¢in oldugu gibi A nin dogrusal bagimsiz siitun sayis1 da < min(n, m)
dir. Ornegin, (3 x 5) bir matriste siitunlar R® de vektérlerdir ve bes siitun vardir. R® de en fazla
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1111
i¢ dogrusal bagimsiz vektor olabilir ve min(3, 5) = 3 diir. Gene A=[2 2 0 1| matrisini
3 312
1 1 1 1
ele alirsak, siitiinlar A =|2 |,A, =| 2 |,A, =| 0|, A, =|1 | e R*dir. Bu dért vektor R® de
3 3 1 2

dogrusal bagimli olmak zorundadir. A nin en fazla 3 dogrusal bagimsiz siitunu olabilir. Ama
stitunlar tigerli guruplar halinde dogrusal bagimlidir. Yani {A1, Az, As}, {A1, Az, As}, {As,
As, A}, {Az, As, A4} kiimelerinin hepsi dogrusal bagimlidir (Gosteriniz!). Dolayisi ile A nin
sadece iki dogrusal bagimsiz siitunu vardir. Ornegin, {As, A4} dogrusal bagimsizdir (biri
digerinin kat1 degildir).

Bu 6rnek genel bir dogrunun ifadesidir:

Tanim 16. Bir Matrisin Ranku.

A, (n x m) bir matris olsun. A nin dogrusal bagimsiz satir ve siitun sayisi aynidir ve bu
miisterek sayiya A nin ranki denir, r(A) olarak gosterilir. r(A) < min(n, m) dir.

1111
Omegin, yukarida ele aldigimiz A={2 2 0 1| matrisi igin r(A) = 2 dir. Bu matrisin iki
3 312
dogrusal bagimsiz satir1 ve siitunu vardir.
111
A=|1 0 1| matrisiicinr(A)=3 diir. Yani bu (3 x 3) matrisin satirlar1 ve siitunlar1 kendi
0 01

aralarinda dogrusal bagimsizdir. Matrisin determinantinin sifirdan farkli olduguna dikkat
ediniz.

11]. : . .
A= 11 ise, agik oldugu iizere r(A) = 1 dir. Matrisin satirlar1 ve siitunlar1 dogrusal

1 2
bagimlidir ve detA =0 dir. Ama A= L J matris i¢in r(A) = 2 dir, detA = -1 # 0 dir.

A=

O K
o O B

1
1| ise, r(A) =2 <3 diir, det A =0 dur.
0

Simdi, Teorem 3 iin (v) 6nermesi bir (n X n) matris i¢in

- A nin bir satir1 (siitunu) bir sayi ile ¢carpilip baska bir satira (siituna) eklenmesi veya
cikarilmasiyla elde edilen matrisin determinanti detA ile aynidir

demektedir. O halde A, (n x n) matrisin diyelim ilk iki siitunu (ya da satir1) dogrusal bagimli,
yani A; = aAy, olsun (R" de iki vektdriin dogrusal bagimli olmasinin birinin digerinin skalar
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kat1 oldugu demek oldugunu hatirlaymiz). O halde ikinci siitunu a ile ¢arpip birinciden
cikarirsak A; — aA, = 0 elde ederiz, yani yeni matrisin ilk siitunu sifir vektor olur ve bu
matrisin, dolayist ile de A nin, determinant1 sifir olur. Genel olarak A nin siitunlari (satirlari)
dogrusal bagimliysa a;A; + apA; + ... + a,A, = 0 demektir ve A; = CA, + ... + ChAq
yazilabilir. O halde, A nin diger siitunlarin1 uygun c; sayilariyla carpip birinci siitundan
cikarirsak ilk siitunu sifir olan bir matris elde ederiz ve detA = 0 olur. Ozetle, bir matrisin
stitunlar (satirlart) dogrusal bagimli ise, yani r(A) <n ise, detA = 0 dir. Bunun tersi de
dogrudur, yani detA = 0 ise matrisin satirlari (stitunlar1) dogrusal bagimli olmalidir ve r(A) <
n dir. Dolayzsti ile detA # 0 ise matrisin satir ve siitunlar1 dogrusal bagimsiz yani r(A) =n
olmalidir.

Bu sonuglar1 matris cebirinin temel teoremi dedigimiz su teoremde topluyoruz:

Teorem 8. A (n x n) kare matris olsun. Asagidaki 6nermeler dzdestir:
i. detA =0,

ii. A tekil olmayan bir matristir (A™ vardir),

iii. Herhangi B, C (n x m) matrisler i¢in, AB = AC < B = C,
iv. X (n x m) olmak iizere AX = Opm < X = Opm,

v. 1(A) = n (A nin ranki tamdir),

vi. A nin satir ve siitunlart dogrusal bagimsizdir.

Uyar:
1. “Asagidaki onermeler 6zdestir” bigimindeki ifade bu 6nermelerden biri gegerliyse hepsi
gecerlidir, biri gegerli olmazsa hig biri olmaz demektir. Oyleyse,

-det A=0,

- A tekil bir matristir (A yoktur),

- AB = AC olmas1 B = C olmasini gerektirmez,

- AX = Opyy olmast X = Opy olmasini gerektirmez,

-1r(A) <n,

- A nin satir ve siitunlart dogrusal bagimlidir
onermeleri de 6zdestir. Dolayist ile bu teorem tekil ve tekil olmayan matrislerin tam
nitelemesini vermektedir.
2. (iii) ve (iv) énermeleri (ii) nin sonucudur. Ornegin, eger Al varsa AB=AC esitliginin 1ki
tarafin1 soldan A™ carparsak AlAB=ATAC=IB=IC, yani B = C olur.

Bu teoremin bir kullanimi matrislerin rankininin hesaplanmasi ve bir vektor kiimesinin
dogrusal bagimsiz olup olmadiginin belirlenmesidir.

- R"de {Xl, X, .., X"} vektorlerinin dogrusal bagimli olup olmadigina bakmak igin bu
vektorleri siitunlar halinde yazip (n x n) bir matris (A) olusturur, determinantina
bakariz. Teorem 8’e gore eger detA # 0 ise matrisin siitunlari, yani {x*, X, ..., X"}
vektorleri, dogrusal bagimsizdir. Eger detA = 0 ise vektorler dogrusal bagimlidir.

- R"de {x} %* ..., X} k # n vektérlerinin dogrusal bagimli olup olmadigina bakmak
icin bu vektorleri siitunlar halinde yazip (n x k) bir matris (A) olustururuz. Bu matris
kare matris olmadig i¢in determinant1 yoktur. Ama r(A) y1, dolayisi ile matrisin
siitunlarindan (x' lerden) kaginin dogrusal bagimsiz oldugunu bulabiliriz. Bunu
yapmak i¢in A dan k > n ise (n x n), n > k ise (k x k) altmatrisler olusturur bunlarin
determinantina bakariz. Ornegin, k > n ise zaten bu vektorlerin hepsi birden dogrusal
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bagimsiz olamaz (R" de en fazla n dogrusal bagimsiz vektdr olabilir). Dolayist ile eger
olusturulan (n x n) altmatrislerden birinin determinant1 sifirdan farkliysa r(A) =n olur
ve bu altmatrisi olusturan n vektdr dogrusal bagimsizdir.

- Bir matrisin (A) rankina bakarken de ayn1 yolu izliyoruz. Eger matris (n xn) kare
matris ve detA = 0 ise r(A) = n dir. detA =0 ise r(A) <ndir. O halde (n—1 x n-1)
altmatrisler olusturup bunlarin determinantina bakiyoruz. Eger determinanti sifirdan
farkli bir (n —1 x n —1) altmatris varsa r(A) = n— 1 dir. Aksi halde (n -2 x n -2) alt
matrislerin determinantina, yani r(A) = n — 2 olup olmadigina, bakarak devam
ediyoruz. Eger matris (n x k) ise olusabilecek en yiiksek mertebeden altmatrislerin (bu
ya (n x n) ya da (k x k) olur) determinantlarina bakarak ilerliyoruz.

Ornek 10.

0 -1
X = (3], x* = ( 5 J e R? vektorlerinin dogrusal bagimsiz olup olmadigini anlamak igin bu

0 -1
vektorlerin stitunlart oldugu matrisin, yani A= { 3 9 } nin, determinantina bakiyoruz.

Teorem 8 e gore matrisin siitunlar1 dogrusal bagimsizsa detA # 0 olmalidir. Burada detA =3
oldugu i¢in bu vektorler dogrusal bagimsizdir, r(A) = 2 dir.

1 -2 4 1 -2 4
i. x=|2|y=| 0 |,z=|1|eR?® vektorlerini siitun olarak yazarak A={2 0 1| elde
3 5 1 3 5 1

ederiz. detA = 33 olduguna gore r(A) = 3 diir: bu matrisin siitunlari, yani s6z konusu ii¢
vektor, dogrusal bagimsizdir.

1 -2 1 -2
iii. x=[2|y=| 1 |eR?® vektorlerini siitun olarak yazarsak A=|2 1 | elde ederiz. Bu
3 2 3 2

matris kare olmadigi i¢in ancak (2 x 2) altmatrislerin determinantina bakabiliriz. Bu islem
satirlarin R? de dogrusal bagimsiz olup olmadigima bakmak demektir. Ornegin,

1 —
det{ 5 J = 5oldugu i¢in r(A) = 2 dir ve matrisin iki dogrusal bagimsiz satir1 ve siitunu

vardir. Bu iki vektor dogrusal bagimsizdir.

1 -2 1 1 -2 1
iv. x=[2|y=| 0 |,z=|1|e R? vektorlerini siitun olarak yazarak A={2 0 1]elde
3 2 1 3 2 1

ederiz ve detA = 0, r(A) < 3 diir. Demek ki A nin siitunlar1 (ve satirlari), yani X, y, z
vektorleri, dogrusal bagimlidir. O halde r(A) = 2, yani iki dogrusal bagimsiz satir ya da siitun,
olup olmadigina bakmak gerekiyor. Bunu yapmak i¢in de A dan elde edilebilecek (2 x 2)
altmatrislerin determinantlarina, yani A nin mindrlerine, bakiyoruz. Eger sifirdan farkl: bir
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0

altmatris x ve y vektorlerinin bilesenlerinden olustugu i¢in x ve y dogrusal bagimsizdir.

1
mindr varsa r(A) = 2 dir. Burada, 6rnegin de’{ 5 } = 4oldugu icin r(A) = 2 dir. Bu

11
Benzer sekilde det{2 J = —1 oldugu i¢in de x ve z vektorleri dogrusal bagimsizdir. Bu ii¢

vektor ciftler halinde dogrusal bagimsizdir.

1 -2 3 1 -2 3
iv. x=[2|y=|—-41|z=|6|eR?® vektorlerini siitun olarak yazarak A=|2 -4 6| elde
3 -6 9 3 -6 9

ederiz ve detA = 0, r(A) < 3 diir. Simdi, A nin biitiin mindrleri sifirdir, dolayisi ile r(A) <2
dir. O halde r(A) = 1 olmalidir ve zaten vektorlere bakildiginda y = -2Xx, z = 3, z = -1.5y
oldugu agiktir. Yani bu ii¢ vektoriin sadece bir tanesi dogrusal bagimsizdir.

1111
V. A={2 0 1 O] matrisinin rankini hesaplayalim. Matris kare matris olmadig1 i¢in
1001

determinant1 taniml1 degildir. Ama A nin ranki en fazla min(3, 4) = 3 olabilir. Dolayis1 ile A
dan elde edilebilecek (3 x 3) kare matrislerin determinantlarina bakmak gerekiyor. Bu A nin
stitunlarinin tigerli guruplar halinde R® de dogrusal bagimli olup olmadigina bakmak
demektir. Eger bunlardan biri sifirdan farkliysa r(A) = 3 diir. Yok hepsi sifirsa, (2 x 2)
altmatrislerin determinantlarina bakariz. Eger bunlardan biri sifirdan farkliysa r(A) = 2 dir.

111
Bunlarin hepsi sifirsa r(A) = 1 demektir. Burada 6rnegin |2 0 1| altmatrisinin determinanti
100

= 1 olup sifirdan farklidir. O halde r(A) = 3 diir. A nin satirlari R* de dogrusal bagimsizdir, ve
dort siitunun ticii R® de dogrusal bagimsizdir (zaten R3 de dort dogrusal bagimsiz vektor
olamaz).

1111

vi. A={1 1 1 1| matrisinin rankini hesaplayalim. A dan elde edilecek biitiin (3 x 3)
1001

altmatrislerin determinanti sifirdir (¢ilinkii hepsinin ilk iki satir1 aynidir). Dolayisi ile r(A) < 3

11
diir. Ama, drnegin detL 0} = —1 oldugu i¢in, yani bir tane sifirdan farkl (2 x 2) determinant

oldugu i¢in, r(A) = 2 dir. A nin sadece iki dogrusal bagimsiz satir1 (son ikisi) ve siitunu vardir.

Bazi kitaplar bir matrisin rankini1 o matristen elde edilebilecek en yiiksek mertebeden sifirdan
farkli determinantin mertebesi olarak tanimlar. Yukaridaki 6rneklerden goriildiigii gibi bu
tanim burada verilen tanima 6zdestir.
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