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2.6. DOGRUSAL DENKLEM SISTEMLERI

axy + bx, =a
cXy +dxy = B

gibi bir dogrusal denklem sistemini, X ve y bilinmeyenler olmak iizere, ¢6zmeyi hepimiz
biliyoruz. Ama probleme farkli bir agidan yaklasarak dogrusal bir denklem sistemini

) a b X a
¢ozmenin anlamini gérelim. A{ q } X = ( ! j, 7= [ﬂ) olmak tizere denklemi matris
c X,

notasyonuyla Ax = z olarak yazabiliriz. A matrisi denklem sisteminde bilinmeyenlerin
katsayilarindan olusan katsayr matrisi, x vektorii bilinmeyenlerin, z vektorii de parametre
vektoridir. Simdi, denklem sisteminin

0)la)-G)

olarak yazilabilecegi aciktir. Iste, sistemi ¢dzmek z parametre vektoriinii A katsay1 matrisinin
stitunlarinin dogrusal bilesim olarak yazacak sekilde x;, X, katsayilar1 bulmak demektir. Yani,

a)(b)(«
z vektorii ile A nin stitunlar1 dogrusal bagimli olmalidir. Dolayist ile {( ], (d j, (ﬂJ} vektor
c

a b «a
kiimesinin dogrusal bagimli olup olmadigina, yani C { q
c

gerekiyor. Burada C matrisi, parametre vektoriiniin A katsayr matrisine sonuncu siitun olarak
eklenmesinden elde edilen genisletilmis katsayr matrisidir. Simdi, burada ti¢ durum s6z
konusu olabilir.

} matrisinin rankina bakmak

1) r(A) = 2 dir, yani A nin siitunlar1 dogrusal bagimsizdir. Ama R’ de en fazla iki dogrusal
bagimsiz vektor vardir, dolayisi ile r(C) = r(A) = 2 = bilinmeyen sayisidir. Sistemin tek bir
¢Ozlimii vardir. Clinkii A nin siitunlar1 dogrusal bagimsizsa R? nin bir tabanini olustururlar ve
tanim geregi herhangi bir parametre vektorii, her z € R, bu tabanin vektorlerine gore ifade
edilebilir ve bu ifade tektir. Ornegin,
X1+ Xo=2
X1—2X=1

1 1 2
sisteminde A :L 2} zZ= (J dir. det A = -3 oldugundan A nin siitunlart dogrusal
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1 2

, 1
bagimsizdir. Oyleyse C :L J matrisinin ranki da 2 dir. Yani r(A) = r(C) = 2 dir. Bu

2 1 1
sistemin tek bir ¢oziimii vardir ve x; = 5/3, X, = 1/3 diir. Yani, z = [J = g[l} + %( 2] dir.

ab
2.1(A) =1 dir, A nin sadece bir dogrusal bagimsiz siitunu vardir. O halde C { q ;}
C

matrisinin rankina iliskin iki durum olabilir.

a) 1(C) =r(A) = 1 < bilinmeyen sayisidir. Dolayisi ile parametre vektorii ile A nin siitunlari
dogrusal bagimlidir ve denklemin bir ¢dziimii vardir. Bu durumda A nin sadece bir dogrusal
bagimsiz siitunu oldugu i¢in, parametre vektoriinii bu siitun cinsinden ifade etmenin sonsuz
yolu vardir. Iki bilinmeyenden birine keyfi deger vererek, digerini ¢dzebiliriz. Ornegin,

X1+ Xo=2
2X1+2X, =4

11 2
sisteminde A {2 2} Z= (4} dir. det A = 0 oldugundan A nin siitunlar1 dogrusal bagimlidir

) 11 2
ve r(A) = 1 dir. Ote yandan C :{2 5 4} matrisinin ranki da 1 dir. Yani r(A) =r(C) = 1 dir.

Bunu anlamui iki denklemin dogrusal bagimli, yani elimizde sadece bir denklem oldugudur.
Gergekten de denklemlere bakilinca ikincinin birincinin iki kati oldugu, dolayisi ile elimizde
sadece

X1+ Xo=2

2—-«

denkleminin oldugu goriiliir. O halde, 6rnegin, X = a olmak {izere, X = ( j bi¢imindeki

o
her vektdr denklemin ¢dziimiidiir. Ornegin, o = 1 koyarak x; = 1, X, = 1; a = 2 koyarak x; = 0,
X2 = 2; a. =5 koyarak x; = -3, Xp = 5; gibi ¢ozlimler elde ederiz. Yani her a € R degeri i¢in bir
¢Oziim vardir ve bu anlamda ¢6ziimler sonsuzdur. Ama en azindan ¢oziimii parametrik olarak,
yani bir o’ya bagli olarak, bulabiliyoruz.

b) r(C) =2 >r(A) dir. A nin siitunlari ile parametre vektorii dogrusal bagimsizdir. O halde
denklemin ¢6ziimii yoktur: parametre vektoriinii A nin siitunlarinin bir dogrusal bilesimi
olarak yazamayiz—ki bu da dogrusal bagimsizligin tanimidir. Ornegin,

X1+ Xo=2
2X1 +2Xo =2
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11 2
sisteminde A {2 2} z= (ZJ dir. det A = 0 oldugundan A nin siitunlar1 dogrusal bagimlidir.

11
2 2

tutarsizdir ve ¢oziimii yoktur. Gergekten de ikinci denklemi iki ile boliince x5 + X, = 1 elde
edilir ve hem bu hem birinci denklem dogru olamaz.

; 2
Ote yandan C { 2} matrisinin rank1 2 dir. Yani r(C) =2 > r(A) = 1 dir. Denklemler

Buradan anlasilacag gibi katsay1 matrisinin stitunlar1 dogrusal bagimliysa parametre
vektdriine bagli olarak ¢oziim olabilir (ama tek degildir) ya da olmayabilir. iki bilinmeyenli
durumdan 6grendiklerimiz genel halde de gegerlidir. Genel bir n bilinmeyenli m denklemli
sistem

Xy +apXe + ...+ anX, =71

Xy + axpXy + ...+ Xy = 22

azXy +agXy + ...+ agnXy = Z3

Am1X1 + amaXo + ..o+ @mnXn = Znm

olacaktir. Burada

all aln Zl all aln Zl
a weooa z a .o a z
A=| # Mmlz=1"2|Cc=| % » "2 | olmak iizere A = katsay1 (m x n)

matrisi, z € R™ = parametre vektorii, C = genisletilmis katsay1 matrisidir. Dolayzs1 ile sistemi,
X € R" olmak iizere AX = Z olarak yazabiliriz. Sistemin ¢6zmek demek z vektoriinii A nin
stitunlarinin dogrusal bilesimi yapacak sekilde X; katsayilar1 bulmak demektir. Bunun
olabilmesi i¢in z ile A nin siitunlarinin dogrusal bagimli olmasi gerekir. Bunu da C matrisinin
rankina bakarak anliyoruz. Eger r(C) = r(A) ise z vektoriinii A nin siitunlarina katmak ranki
arttirmiyor, yani dogrusal bagimsiz vektor sayisi ayni kaliyor, dolayisi ile C nin siitunlari
dogrusal bagimlidir demektir. Yok eger r(C) > r(A) ise ¢oziim yoktur.

Teorem 2.11. A (m x n) katsay1 matrisi, z € R™ parametre vektorii, x € R" olmak iizere n
bilinmeyenli, m denklemli dogrusal denklem sistemi Ax = z verilsin. C, A matrisine z
parametre vektoriinii sonuncu siitun olarak ekleyerek elde edilen genisletilmis katsay1 matrisi
olsun. Oyleyse,
1. r(C) > r(A) ise sistem tutarsizdir ¢éziim yoktur.
2.1(C) =r(A) ise ¢ozlim vardir ve
a) r(C) =r(A) = n ise ¢Oziim tektir.
b) r(C) =r(A) <nise (n —r(A)) degiskenin degeri keyfi olmak iizere kalan r(A)
degiskenin degeri parametrik olarak bulunur. Sonsuz ¢6ziim vardir.
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Uyarr:

1. A (m x n) bir matris olduguna gore r(A) < min(m, n) dir. Dolayis1 r(C) = r(A) oldugunda m
<n ise, yani denklem sayisi1 bilinmeyen sayisindan az ise, ¢oziim tek olamaz. Eger n < m ise
r(A) = n ve ¢6ziim tek olabilir.

2. Eger katsay1 matrisi A (n x n) kare bir matris ve r(A) = n ise C matrisini kurup rankina
bakmanin geregi yoktur. C nin rankina parametre vektorii ile A nin siitunlarinin dogrusal
bagimli olup olmadigini gérmek i¢in bakiyoruz. Eger r(A) = n ise A nin siitunlar1 dogrusal
bagimsizdir, R" in bir tabanin1 olusturur ve dolayzist ile her z € R" bunlarla dogrusal
bagimlidir, yani r(C) = r(A) = n dir ve bu durumda tek bir ¢6ziim vardir: x = Az dir. At ters
matrisi ise 1(A) = n olan bir (n x n) matrisi i¢in her zaman vardir (Teorem 2.10). Eger r(A) <
n ise C matrisinin rankina bakip sistemin ¢6ziimii olup olmadigini gérmek gerekir.

Ornek 2.10.

i.X1+x=1

X1 —X2=0

X1 —2Xp =2
1 1 1 11

denklem sisteminde A=|1 —-1|,C=|1 -1 0| dir.r(A) =2 ve detC = -5 oldugu i¢in de
1 -2 1 -2 2

r(C) = 3 olur. Dolayist1 ile r(C) > r(A) dir ve sistemin ¢éziimii yoktur. Gergekten de ilk iki
denklemi ¢ozersek x; = X, = 0.5 ¢ikar ama bu deger son denklemi saglamaz. Ote yandan son
iki denklemi ¢ozersek x1 = X2 = -2 olur ama bu deger de ilk denklemi saglamaz. Bir denklem
sisteminin tutarsiz olmasimnin anlami budur.

. Xp+x,=2
X1—X2=0
X1 —2X2 =-1
1 1 1 1 2
denklem sisteminde A=|1 -1 [C=|1 -1 0 |dir.r(A)=2=r(C)dir (detC=0
1 -2 1 -2 -1

olduguna dikkat ediniz). Bilinmeyen sayis1 da iki olduguna gore denklemin tek bir ¢oziimii
vardir. Ornegin, ilk iki denklemden x; = X, = 1 bulunur ve bu degerler son denklemi de saglar.
Son iki denklemden, ya da birinci ve liglincii denklemlerden de x; = X2 = 1 bulunacagina
dikkat ediniz. Dolayisi ile tek ¢6ziimii olan bir sistemde herhangi bir r(A) sayida dogrusal
bagimsiz denklem alindiginda ayn1 ¢6ziim bulunur.

. 2X1 + X0+ Xg + x4 =1
X1+ 2X2-X3+X4=0
X1-Xo+2X3-X4=2
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2 1 1 1 2 1 1 1 1
denklem sisteminde A={1 2 -1 1|,C=|1 2 -1 1 O0|dir.r(A)=3=r(C)
1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 2

dir (A matrisinin son ii¢ siitunundan olusan almatrisin determinant1 sifirdan farklidir dolayisi
ile A nin ii¢ dogrusal bagimsiz siitunu vardir. R® de en fazla ii¢ vektdr dogrusal bagimsiz
olduguna gore C matrisinin de 3 dogrusal bagimsiz siitunu vardir). Dolayisi ile sistem
tutarlidir ve ¢oziim vardir, ama r(A) <n =4 (bilinmeyen sayisi) oldugu i¢in tek degildir. r(A)
= 3 bilinmeyeni diger bilinmeyeni parametrize ederek ¢ozebiliriz. Bunun i¢in ti¢ dogrusal
bagimsiz denklem segmek gerekir. A nin son {i¢ siitunu ve dolayisiyla satir1 dogrusal bagimsiz
olduguna gore x; = a koyarak

Xo+Xz3+Xs=1-2a
2X5 - X3 + X4 = -0
-Xp+2X3-X3=2 -0

i¢ denklem ve bilinmeyenli parametrik denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemin katsay1
matrisi tekil olmayan bir matristir o halde ¢6ziim vardir ve tektir, yani her a degeri i¢in tek bir
¢Ozlim vardir.

iV.X; + X, =0
X1 —X2=0

1 1
denklem sisteminde A :L } dir ve detA # 0 oldugundan Teorem 2.10 uyarinca Ax =0

ancak ve ancak x = 0 olacaktir. Boyle parametre vektoriiniin sifir vektor oldugu sistemlere
homojen denklem sistemi denir. Bu durumda C matrisini kurup rankina bakmanin
anlami yoktur, ¢iinkii sifir vektor her vektor gurubuyla dogrusal bagimlidir. Katsay1 matrisinin
kare matris oldugu homojen denklem sistemlerinde 6nemli olan r(A) dir. Eger r(A) = n ise tek
¢Oziim vardir o da sifir vektordiir. Sistemin x # 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir ¢6ziimii
olabilmesi i¢cin detA = 0, r(A) < n olmalidir. Ornegin,

Xl-X2=O
X1 —Xo=0

sisteminde katsay1 matrisi tekildir. Sadece bir dogrusal bagimsiz denklem vardir: x; - X, = 0.
Bunun ¢6zlimii de x; = X, olan biitlin vektorlerdir. Coziim x = a(1, 1) dir. Yani diizlemde
orijinden ve (1, 1) noktasindan (vektoriinden) gegen dogru iizerindeki her vektor ¢oziimdiir.

V.2X1 +Xo+ X3 =0
X1+ 2X-%X3 =0
X1-Xo+2X3 =0
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2 1 1
homojen denklem sisteminde A=1 2 —1| dir ve detA = 0 dir. Dolayzisi ile bu sistemin
1 -1 2

sifirdan farkli bir ¢oziimii vardir. r(A) = 2 olduguna gore iki dogrusal bagimsiz denklem
vardir (6rnegin ilk iki denklem) ve bunlar1 kullanarak degiskenlerden birini parametrize
ederek ¢oziimii buluruz. Ornegin, x3 = a koyarsak ilk iki denklemden

2X1 + Xo = -a
X1+ 2X, =a

buradan da X; = -a, X2 = a buluruz. Dolayisi1 ile x = a(-1, 1, 1) vektorii her a igin bu sistemi
cozer. Burada dogrusal bagimsiz herhangi iki denklemi aldigimizda ayni sonucu bulacagimiza
dikkat ediniz. Bir-ii¢ ve iki-ii¢ denklemlerini kullanarak bunu gostermeyi okuyucuya
birakiyoruz.

VI.2X1 + Xo + X3 =1
X1+ 2X+ X3 =1
X1-Xo+2%x3 =0

2 11
denklem sisteminde A=51 2 1 | ve detA # 0 dir. r(A) = 3 dir ve sistemin tek bir ¢éziimii
1 -1 2

vardir. Burada C matrisini kurup rankina bakmaya gerek yoktur. Ciinkii C (3 x 4) bir matristir,
r(C) < 3 olmalidir ve A nn ii¢ dogrusal bagimsiz siitunu, R® de de en fazla 3 dogrusal
bagimsiz vektor olduguna gore r(C) = 3 olmalidir. Dolayisi ile ¢oziim x = A’z dir. Bu érnekte
Al hesaplayip ¢6ziimii bulmay1 okuyucuya birakiyoruz.

Vil. 2X1 + Xo + X3 =1
X1+ 2X+ X3 =1
3X1+3Xx+2%3 =0

2 11 2 111
denklem sisteminde A1 2 1 |vedetA=0,r(A)=2dir.OhaldeC=s1 2 1 1
3 32 3320

matrisinin rankina bakmak gerekiyor. r(C) = 3 diir (C nin son ii¢ slitunundan olusan
determinant sifirdan farklidir). r(C) > r(A) oldugundan sistemin ¢6zliimii yoktur.

Vill. 2X1 + Xo + X3 =2
X1+ 2Xp + X3 =3
X1+ 33X +2%X3 =5
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2 11 2 1 1 2
denklem sisteminde A=51 2 1 |vedetA=0,r(A)=2dir.OhaldeC51 2 1 3
332 3325

matrisinin rankina bakmak gerekiyor. r(C) = 2 dir. 1(C) =r(A) <n oldugundan bir degiskeni
keyfi olarak belirleyip diger ikisini ¢ozebiliriz. Burada ilk iki denklem dogrusal bagimsiz
oldugundan x3 = o koyarak

2X1+ X =2 -«
X1+2X =3 —a

2 1 _ .
elde ederiz. Yeni denklem sisteminin katsayr matrisinin, A {1 2} , tekil olmayan matris

olduguna dikkat ediniz. Dolayisi ile denklemin tek bir ¢oziimii vardir ve bulunmasi alistirma
olarak birakilmistir.

Simdi, katsay1 matrisi (n x n) kare matris olan bir denklem (n denklem ve n bilinmeyenli)
sisteminin tek ¢6ziimii olmasi i¢in A nin tekil olmayan bir matris olmasi gerektigini, yani
detA = 0, olmas1 gerektigini gordiik. Denklem sistemi Ax = z ise ¢6ziim x = A"z dir. Ote
yandan A = (1/detA)esA dir. Bunun anlamini gérmek i¢in (3 x 3) bir sistem varsayalim. O

all a21 a‘31 1 All A?l A31
halde A=|a, a,, a, ,A‘l=m A, A, Ay|ve
a'13 a23 a‘33 A&.3 AZS A33
X, 1 A, Ay Ayl
X, =A’1z:m A, A, A,|z |olur.
X3 A13 A23 A33 ZS

Buradan da

X1 = (1/detA)(zlA11 + oA + ZSASl)
X2 = (1/detA)(zlA12 + oA + ZSASZ)
X3 = (1/detA)(z1A13 + Z2A03 + Z3A33)

Z1 a12 a13
elde edilir. Simdi x; ¢éziimiinde parantez i¢indeki ifadenin B, =|z, a,, a,, | matrisinin
23 a‘23 a‘33
determinant1 olduguna dikkat ediniz. Bu matris A matrisinin birinci siitununun z vektoriiyle
degistirilmis halidir. Matrisin determinantin1 birinci siitun tizerinden Laplace agilimi ile
hesaplarsak detB; = z;A11 + ZoAz1 + Z3A31 olur. Ciinkii B; matrisinin birinci stitun
elemanlarinin kofaktorleri birinci stitunun ¢ikarilmasi ile elde edilir ve bu siitun disinda A ve
B1 matrisleri aynidir. Dolayisi ile A nin ve B; in birinci siitun elemanlarinin kofaktorleri
aynidir. O halde x; = detB;/detA olarak hesaplanabilir. Benzer sekilde x, = detBy/detA dir ve
B, A nin ikinci slitununun z parametre vektorii ile degistirilmesiyle elde edilir. A nin ti¢lincii

7
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stitununu z parametre vektori ile degistirerek Bj elde edilir ve x3 = detBs/detA olur. Burada
yapilan islem Cramer Kurali olarak bilinir.

Teorem 2.12. A (n x n) tekil olmayan bir matris olmak tizere Ax = z denklem sisteminin
¢oziiml Cramer kuraliyla x; = detBj/detA olarak bulunur. Burada B; (n x n) matrisi A katsay1

matrisinin i siitununun z parametre vektorii ile degistirilmesiyle elde edilir.

Cramer kurali biiyiik boyutlu sistemlerde ¢ok kullanish bir yontem degildir, ¢iinkii yliksek

mertebeden bir ¢ok determinant hesaplanmasini gerektirir. Ama analitik iktisadi
uygulamalarda 6nemli avantajlar saglar.

Ornek 2.11.

i. Ornek 10 (vi) de ¢dziimiinii okuyucuya biraktigimiz

2X1+Xo+ X3 =1
X1+ 2%+ X3 =1
X1-Xo+2%x3 =0

2 11
denklem sisteminde A=1 2 1 | vedetA =6 dir. Burada
1 -1 2
1 11 2 11 2 11
B,941 2 1 |B,91 1 1|B,51 2 1| vedetB;=2,detB,=2,detB3=0
0 -1 2 10 2 1 -10

olmaktadir. Dolayisi ile Cramer kuraliyla x; = detB;/detA = 1/3; X, = detB,/detA = 1/3, X3 =
detBs/detA = 0 ¢6ziimii bulunur.

. X1+ X = «
X1+ 2%, =P

. o 11 _ a 1 1l «a
parametrik denklem sisteminde A ve detA =1 dir. Burada B, ,B,
1 2 B 2 1 8

dir. detB; = 2a - B, detB; = B3 - a oldugundan Cramer kuraliyla

« = detB, det B,
Y detA det A
cinsinden elde edildigine dikkat ediniz.

20— f Ve X, = = f# —a olur. Coziimlerin a ve § parametreleri

iii. Ornek 10 (viii) de ¢dziimiinii okuyucuya biraktigimiz
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2X1+ X = 2—q
X1+ 2% =3—-a

parametrik denklem sisteminin ¢oziimii de bir dnceki 6rnegi takip ederek

detB, 1-« detB, 4-a
X, = =—— Ve X, = = —— olarak bulunur.
det A 3 det A 3

iv. Ornek 10 (iii) de elde edilen
Xo+ Xz +X4s=1-2a
2X2 - X3+ X4 = -0

-Xp+2X3-X4=2 -0

sistemini Cramer kuraliyla ¢ézelim. Burada detA = 3,

1-200 1 1 1 1-2a 1

B=| — -1 1 |vedetB;=31-0a),B,=[2 -a 1 |vedetB;=3(1-0a),
2-a 2 -1 -1 2-a -1
gl 1 1- Za}‘j

B, = gz -1 -a E ve detBz = -3 olur. O halde x, = detB,/detA =1 - a; x3 = detB,/detA
&1 2 2-af

=1-0a, x4 =detBs/detA =-1 olur.

A (m x n) bir matris, x € R" olmak iizere Ax = 0 homojen denklem sisteminin x = 0 olmak
iizere bir ¢oziimii her zaman vardir. Sistemin X # 0 bir ¢6ziimii olmasi i¢in r(A) < min(m, n)
olmas1 gerektigini gosteriniz. Asagidaki homojen sistemlerin ¢ézlimlerini bulunuz:

i.ax;+x2,=0
2X1+bX2:O

denkleminin a ve b nin hangi degerleri i¢in sifirdan farkli bir ¢6zlimii vardir ve ¢6ziim nedir?

X1+ X2 +X3=0
2X1-Xo+X3=0
X1+ 2X2-X3=0

. X1 -Xo+ X3+ X4=0
X1+ 2X-X3+ X4 =0
2X1 + X2+ 2% =0
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IV.aXy + Xp + X3=0
sz—XgZO
cX3=0

sisteminin a, b ve ¢ nin hangi degerleri i¢in sifirdan farkli bir ¢6ziimii vardir ve ¢6ziim nedir?

V.axy + X, +X3=0
bX2—X3:O
X1-CX3=0

sisteminin a, b ve ¢ nin hangi degerleri i¢in sifirdan farkli bir ¢ézliimii vardir ve ¢éziim nedir?

2. Asagidaki denklem sistemlerinin ¢ziimii olup olmadigini belirleyiniz. C6ziimii olan
sistemleri Cramer kuraliyla ¢oziiniiz.

i.X1+X2+2X3:4
2X1 —Xo+X3=0
-X1 + 2Xo + X3 =0.

i.X1+Xo=a
X1 —Xo =0.

iii.X1+X2+X3—X4:1
2X1 —Xo+X3=0
-X1 + 2X; — X3 =0.

iV.Xg +Xo+ X3+ x4=1
2X1 —Xo + X3 —2X4=0
-X1 + 2Xo — X3 + 3X4 = 2.
-Xo + 2X3 — X4 + 3X5 = 2.

V.X1 +Xo+X3=1

2X1 —Xo+X3=0
33Xy + 2X3=2.

10



