3. TEK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA
SUREKLILIK ve TUREV

Genel olarak matematikte, 6zel olarak da matematiksel iktisatta, fonksiyonlar iizerine konulan
en 6nemli kisitlama siirekliliktir. Kabaca, bir fonksiyon tanimli oldugu bir x, noktasinda sii-
rekli ise X, X, a yakin degerler aldiginda f(x) de f(xo) a yakin degerler alir demektir. Baska bir
anlatimla f(x) X, civarinda “sigrama” yapmaz, davranisi “6ngoriilebilirdir.” Bu boliimde bu
kavrami1 formel hale getirip, siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerine bakacagiz.

3.1 SUREKLILIK

Stirekliligi tanimlamak i¢in 6nce “yakinlik” kavramini tanimlamak gerekmektedir.

Tanim 3.1. Uzaklik fonksiyonu ve acik komsuluk.
i. (uzaklik fonksiyonu) Her X, y € R i¢in x ile y arasindaki uzaklik d(x, y) = |x — y | olmak
tizere reel degerli bir fonksiyondur ve
a. X, ¥y € Rigin d(x, y) > 0 ve d(x, y) = 0 ancak ve ancak x =y,
b. X,y € Rigin d(x, y) = d(y, x),
C.X,¥,Z € Rigind(x, z) <d(x, y) + d(y, z) (liggen esitsizligi).
ozelliklerini saglar.

ii. (acik komsuluk) B(X,, €) = {x € R | d(X, Xo) <&} = (X0 — &, Xo + €) , yani bir X, € R sayisi-
na ¢’dan daha yakin olan noktalar, kiimesine X, 1n e¢-a¢ik komsulugu denir.

Uzaklik fonksiyonunun 6zellikleri mutlak deger fonksiyonunun 6zelliklerinden kaynaklanir.
X, x>0
Bilindigi gibi |X| =< 0, X =0 ; olarak tanimlanir ve
-X,X<0

|x—y| >0, [x—y| =0 ancak ve ancak x = y,
[x—yl=1ly-x|
Ix-z [ <[x-yl+|y-z|

ozelliklerini saglar. Dolayisi ile reel sayilar icin iki say1 arasindaki uzaklik iki sayinin farkinin
mutlak degeri olarak tanimlanir ama biz d(x, y) notasyonunu kullanacagiz. Boylece, d(-3, 3)
=|-3-3|=6,d(0,1)=1,d(0, -1)=1, d(2, 5) = 3 = d(5, 2) olacaktir. Her x € R i¢in d(x, 0)
= |x| olduguna dikkat ediniz.



Ote yandan B(x,, &) kiimesi reel sayilarda x, merkezli, € capli agik araliktir. Yani B(xo, €) =
(Xo — €, Xo *+ €) dur,
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ve B(Xo, €), Xo — € sayisindan biiyiik, X, + € say1sindan kiiciik reel sayilar kiimesidir. Ornegin,
B(5,0.5)=(5-0.5,5+0.5)= (4.5, 5.5) olur. Dolaysi ile B(5, 0.5), 4.5 den biiyiik 5.5 den
kiigiik reel sayilar kiimesidir ve her x € B(5, 0.5) i¢in d(x, 5) < 0.5 olacag agiktir.

Tanim 3.2. Siirekli fonksiyonlar.

f:D < R —> RveX, € Dolsun. Eger, her € > 0 igin

X € B(Xo, 6) = f(X) € B(f(Xo), €)
ya da 6zdes olarak

d(Xo, x) <6 = d(f(Xo), f(x)) <e¢
olacak sekilde bir & > 0 sayis1 varsa f(x) X, noktasinda siireklidir denir. Eger fonksiyon D nin
her noktasinda siirekli ise D {izerinde siireklidir denir. f(x) x, noktasinda siirekli degilse, o
noktada siireksizdir denir.

B(Yo 8) < |¥o :

B(Xo, 8)
Sekil 3.1. Siirekli Fonksiyon

Tanim Sekil 3.1. yardimiyla agiklanabilir. y = f(x) ve y, = f(Xo) olsun. B(Yo, €) = (Yo — €, Yo +
€), Yo merkezli herhangi bir agik aralik olsun. Sekilde uygun bir 6 > 0 se¢imiyle olusturulan
bir B(Xo, 8) gosterilmistir. Her x € B(X,, d) i¢in bir y = f(x) € B(Y,, €) olur.

Simdi Sekil 3.2” yi inceleyelim. Buradaki f(x) fonksiyonu

x<liginy=3+x
X>1liginy=2-X

olmak tizere iki parcalidir ve x, = 1 oldugunda y, = f(X,) =2 — 1 =1 olur. € = 0.4 olmak {izere
Yo merkezli agik araligi, yani B(y,, 0.4) = (0.6, 1.4)’u, ele alalim.



X € (1-8, 1+3)
ama f(x)e (0.6, 1.4) f(x)

1-6 1 1+0 y=2-X

Sekil 3.2. Bir Noktada Siireksiz Fonksiyon

Fonksiyon X, = 1 noktasinda siirekli degildir. Ciinkii, her & > 0 i¢in B(Xo, 8) = (Xo — 8, Xo + )
= (1 -8, 1 +5) goriintiisii (0.6, 1.4) araliginda olmayan noktalar igerecektir. Ornegin, & = 0.1
icin 0.95 € B(X,, 6) = (0.9, 1.1) olur ve f(0.95) =3 + 0.95 = 3.95 ¢ (0.6, 1.4) dir. Dolayist ile
stirekliligin tanimi1 geregi her € > 0 igin

X € B(Xo, 8) = f(X) € B(f(Xo), €)
olacak sekilde bir 6 > 0 bulamiyoruz. Burada agik oldugu iizere fonksiyon X, = 1 noktasinda
“sicrama” yapmaktadir: X, = 1 noktasinin hemen solundaki noktalarda fonksiyon degeri y = 3
+ x olmak tizere 4 e yaklasirken, x, noktasinda y = 2 — x = 1 olmaktadir.

Ornek 3.1.

i. f: R>R, y =f(x) = a + bx olsun. Bu fonksiyon her x € R noktasinda stireklidir. Soyle Ki,
herhangi bir X, € R noktasinda y, = f(X,) = a + bX, olduguna gore her y € B(Yo, €) igin

d(y, yo) = la+bx—(a+bxo)| = [b] |x=%| = [b]d(x, xo)
olduguna gore her € >0 i¢in & = ¢/ b koyarsak

d(Xo, X) <6 = d(Yo, y) <¢&
olur.

. _{3-2x,x<1

1 } fonksiyonu her noktada siireklidir. Burada sorunlu olan x, = 1 noktasi-
X, X2

dir. Diger noktalarda (i) 6rneginden bildigimiz tizere fonksiyon siireklidir. Fonksiyonun x, =1



noktasindaki degeri y, = y(1) = 1 dir. Her € > 0 i¢in B(y,, €) = (1 — &, 1 + €) olur. Bu kiimenin
ters gorintiisii (1 —&/2, 1 + €) araligidir (asagidaki sekli inceleyiniz). O halde 6 = &/2 koyarsak
X € B(Xo—0,x0t93)=(1-¢/2,1+¢/2) = f(X) € B(Yo, €) olur. Yani fonksiyon x = 1 nokta-

sinda da stireklidir.

y
y=3—?\
y=X
1+¢
Yo=1
1-¢2 1 1+¢

Iktisadi uygulamalarda karsimiza ¢ikabilecek fonksiyonlarin hemen hepsi siireklidir ve biz her

seferinde fonksiyonlarin siirekliligini gostermek durumunda degiliz. Asagidaki tabloda stan-

dart baz siirekli fonksiyonlar gosterilmistir.

Tablo 3.1. Bazi Siurekli Fonksiyonlar

Tanim Arahigi

xeR,a,beR,tx-1eR
Xx#0eR,a,beR,t=-1

x>0

X € R,a e R (e =2.71828L1... irrasyonel sayisi)
xeR,a,beR

X €eR

XeR

= f(x
y=a+bx'
y = Inx
y = ae”

y = ba*
y = sinx
Y = COSX

Bu tablodaki fonksiyonlar bir sonraki teoremle birlikte ele alindiginda birgok fonksiyonun

stirekli oldugunu gosterebiliriz.



Teorem 3.1. f: D ¢ R — R siirekli fonksiyonlarin kiimesine C diyelim. Biitiin f, g € C ve a,
B € R igin:

i. af stireklidir (af € C dir).

ii. (af + Bg) € Cdir.

ii. f.g € Cdir.

iv. g(X) # 0 olmak iizere f/g € C dir.

v.(gof) e Cdir.

Uyart: (af + Bg) € C olduguna gére a.= 1, p =1 koyarsak f — g € C, yani siirekli olmalidir.

Buna gore siirekli fonksiyonlarin skalar katlari, toplamlar1 ve farklari, carpimlari, béliimler
(taniml1 olmak kosuluyla) ve bilesimleri siirekli fonksiyonlardir.

Ornek 3.2.

i. y = a + bx' fonksiyonu siirekli olduguna gore b = 0 koyarsak y = a sabit fonksiyonu da sii-
reklidir demektir. y = a fonksiyonunun siirekli oldugunu dogrudan ispat ediniz.

i. y = 2x% — 3x* — 5x + 2 fonksiyonu siireklidir. Ciinki, 2x*, 3x?, 5x ve y = 2 sabit fonksiyon-
lart siirekli fonksiyonlardir ve y bu siirekli fonksiyonlarin toplam ve farklarindan olusur.

i. y = (x* = 1)(x® + x* +1) fonksiyonu siireklidir. Ciinkii, f(x) = (x> — 1) ve g(x) = (x> + x? +1)
fonksiyonlar siireklidir ve y = f(x)g(x) iki stirekli fonksiyonun ¢arpimindan olugmaktadir.

iii. y = (3 + x2 +1)/(x? — 1) fonksiyonu X, = 1 noktasi disinda her noktada siireklidir. Ciinkii,
Xo disindaki her noktada g(x) = (X2 —1) # 0 dir ve y = f(x)/g(x) fonksiyonu siirekli fonksiyon-

larin boliimii oldugu i¢in siireklidir.

iv. y = (¢ + x? +1)? fonksiyonu siireklidir. g(x) = (x> + x? +1), f(x) = x* dersek, y = (fog)(x) =
((9(x))? bilesik fonksiyonudur ve siireklidir.

v. y = In((x® =2 x? +1)) fonksiyonu siirekli fonksiyonlarin bilesigidir ve siireklidir.

vi. tanx = sinx/cosx fonksiyonu, cosx fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldigi her nokta-
da taniml ve siireklidir.

vii. y = In(2) fonksiyonu siirekli fonksiyonlarin bilesigidir ve siireklidir.

viii. y = a“ise Iny = xIna ve x = "™ olur. Bu ters fonksiyon da x = ", u = In(y/a) olmak
iizere stirekli fonksiyonlarin bilesigi olarak siireklidir.

Stirekliligin tam olarak ne anlama geldigini sonraki iki teoremden goriiyoruz:



Teorem 3.2. f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli ise goriintii kiimesi f([a, b]) de kapal1 bir ara-
liktir.

Teorem sunu demektedir: a ve b sayilarini birlestiren dogrunun siirekli bir fonksiyon altindaki
goriintiisii (baska) iki say1y1 birlestiren bir dogrudur. Siirekli bir fonksiyon arada bosluk bi-
rakmaz. Ornegin, y = X2+ 2x fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon siirekli fonksiyonlarin
toplamidir ve siireklidir. Bu fonksiyon altinda [0, 2] araliginin goriintiisii [0, 1] araligidir (asa-
gidaki sekli inceleyiniz).

/0 2\ X

Dolayist1 ile teorem [a, b] aralifinin goriintiisii [f(a), f(b)] araligidir dememektedir. Bu 6rnekte
f(a) = 0 = f(b) dir ama f([a, b]) = [0, 1] dir.

f(a)

Teorem 3.3. (Ara deger teoremi) f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli ve f(a) # f(b) olsun. O
halde, f(a) ile f(b) arasindaki her y i¢in, f(c) =y olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir (yani sii-
rekli bir fonksiyon birbirinden farkli iki deger aliyorsa, bunlarin arasindaki her degeri alir).

Buna gore siirekli bir fonksiyon iki farkli deger aliyorsa bu degerler arasinda kalan her degeri
alir, arada bosluk birakmaz. Yukaridaki sekilden goriildiigii gibi bu degeri birden fazla x de-
geri i¢in alabilir, ama mutlaka bir defa alir.



Ara deger teoreminin asagidaki 6zel hali iktisatta ¢ok kullanilir:

Teorem 3.4. f: [a, b] — R fonksiyonu siirekli ve f(a) <0, f(b) > 0 olsun. O halde, f(c) =0
olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir.

Buna gore, f(a) <0, f(b) > 0 oldugunda siirekli bir fonksiyon arada sifir degeri almadan isaret
degistiremez.

3.2 TUREV

Bu béliimde tek degiskenli fonksiyonlarda tiirev konusunu ele alacagiz. iktisatta en ¢ok uygu-
lama alan1 bulan konu istisnasiz tiirevdir. Tiirevlenebilir fonksiyonlar siirekli olmaya ek ola-
rak “dlizglin ya da piiriizsiiz” fonksiyonlardir. Bir f(x) fonksiyonunun siirekli oldugu bir x,
noktasinda “ongoriilebilir” oldugunu biliyoruz: x X, a yakin kalarak degistiginde f(x) de f(xo)
a yakin kalir. Bir f(x) fonksiyonun x, noktasinda tiirevi varsa ve biz bunu biliyorsak, f(x)

fonksiyonunun X, noktasinin yakinlarinda nasil degistigini de biliyoruz demektir.

3.2.1 BiR DOGRUNUN EGiMi

y=a+mx

Ay

Sekil 3.3 Bir dogrunun egimi

f: R—>R,y=1f(x) =a+ mx
fonksiyonunun bir dogrunun denklemini tanimladigini ve siirekli oldugunu biliyoruz. Bilindi-
gi gibi buradaki “m” sayisi dogrunun egimidir. Bunun anlamim gérmek i¢in once siklikla
kullanacagimiz fark operatoriinii, A, tanimlayalim:

e herhangi bir z € R i¢in Az = z deki degisme olarak yorumlanir: Az > 0 ise z degiskeni
artmaktadir, Az <0 ise z degiskeni azalmaktadir.

Simdi,
y1 = f(x1) =a+ mx; ve
Yo = f(X1) = a + mx, olduguna gore:



AY = y1 — Yo = [(a + mxy) — (a + bXo)] = M(X1 — Xo) = MAX ve
Ay/AX=m
olur. O halde m = Ay/Ax = (y deki degisme)/(x deki degisme) demektir ve bu anlamda y =

e

f(x) = a + mx fonksiyonunun egimidir. Bize x degistiginde y = f(x)’in ne kadar degisecegini
goOsteir. Buna gére Ay = mAx olur ve

m > 0 ise Ax > 0 i¢in Ay > 0 (y artar);

m < 0 ise Ax > 0 i¢in Ay < 0 (y azalir).
Burada dikkat edilecegi gibi Ax in ne kadar biiyiik ya da kii¢lik oldugu, ya da hesaplamanin
hangi noktada yapildigi, egimin hesaplanmasini etkilemeyecektir. Bagka bir anlatimla y = a +
mx fonksiyonu sabit egimlidir. Bir dogrunun anlami da zaten budur: dogrunun gectigi bir (X,
y) noktasini ve egimini ya da dogrunun gectigi iki noktay biliyorsak, dogrunun denklemini
bulabiliriz. Soyle ki,
1. (Xo, Yo) noktasindan gegen ve egimi m olan dogrunun denklemi:

Yo =2+ MX, = a= (Yo — MXo) V&
Y = (Yo — MX,) + mx olur.
2. (Xo, Yo) Ve (X1, y1) noktalarindan gegen dogrunun denklemi:
m = AY/AX = (Y1 — Yo)/ (X1 — Xo), @ = (Yo — MXo) = (Y1 — MX1) ve y = a + mx olur.

Ornek 3.2

1. (1, 3) noktasindan gecen ve egimi 2 olan dogrunun denklemini bulalim. y = a + mx olacagi-
na ve f(1) = 3 sartin1 saglamasi gerektigine gore:

3=a+2(1) = a=1 ve aradigimiz dogrunun denklemi y = 1 + 2x dir.

ii. (Xo, Yo) = (1, 3) ve (X1, y1) = (2, 5) noktalarindan gegen dogrunun denklemini bulalim. Bu-
rada, AX=X;—X,=2-1=1ve Ay =y; — Y, =5— 3 =2 olduguna gore

m = Ay/Ax = 2/1 = 2 olur.

Ote yandan, y =a + mx olacaksay,=3=a+ mX,=a+mvey;=5=a+mx; =a+ 2m ve
a=3-mx,=3-2=5-mx;=5-2(2) =1olur.

O halde aradigimiz denklem y = 1 + 2x dir. Dolayist ile a sayisin1 hangi noktay1r gézoniine
alarak hesapladigimiz fark etmeyecektir. Burada egim pozitiftir. Buna gore Ay = 2Ax dir ve
Ax > 0 ise (x artarsa), y (2Ax kadar) artar.

ii. (Xo, Yo) = (1, 3) ve (X1, y1) = (2, 1) noktalarindan gegen dogrunun denklemini bulalim. Bu-
rada, AX=X; - X, =2-1=1ve Ay =y; — Yo =1 -3 =-2 olduguna gore
m = Ay/Ax = -2/1 = -2 olur.



Ote yandan, y = a + mx olacaksay,=3=a+mx,=a+m=a= 3 - (-2) =5. O halde ara-
digimiz denklem y = 5 — 2x dir. Burada egim negatiftir: Ax > 0 ise (x artarsa), y (—2Ax kadar)
azalir.

Asagidaki dogrularin denklemlerini bulunuz, grafiklerini sekil {izerinde gosteriniz:
I. (1, —1) noktasindan gegen ve egimi m = 1 olan,

ii. (1, —1) noktasindan gegen ve egimi m = —1 olan,

iii. (2, 3) ve (3, 2) noktalarindan gegen,

iv. (2, 3) ve (3, —2) noktalarindan gegen,

v. (2, 3) ve (3, 4) noktalarindan gegen.

3.2.2 BIR FONKSIYONUN EGiMi VE TUREV

Simdi tiirev konusunun problemini ortaya koyabiliriz:

e Bir dogruyu tanimlayan fonksiyonun egimini bildigimizde fonksiyonun nasil degise-
cegini bildigimiz gibi, genel bir f(x) icin de benzer sekilde yorumlayabilecegimiz bir
egim tanimlayip bunu hesaplayabilir miyiz?

)

y=a; + mX
f(Xo + AXy) oo

f(Xo + AXp)

y =1f(x)

Xo XotAX1 XotAXs

Sekil 3.4 Bir Fonksiyonun “Egimi”

Sekil 3.4’de genel bir y = f(x) fonksiyonu iizerinde (Xo, Yo) noktasinda ‘egim’ hesaplamaya
calisalim. Bu noktadan baslayarak x’in degerini AX; kadar arttirirsak, x; = X + Ax olmak iize-
re y; = f(xy) = f(X, + AX) olur. Burada Ay = f(X, + AX) — f(X,) olmak {izere, egimi

Ay fO+A) - F(X,)

COAX AX

olarak hesaplarsak aslinda fonksiyon iizerinde belirtilen iki noktadan ge¢en dogrunun egimini
bulmus oluruz (Sekil 3.4’de y = a; + m; dogrusu).

my




Ote yandan AX = AX, koyarsak,
Ayz _ f (Xo + sz) —f (Xo)
AX, AX,

m, =

olmak tizere Sekil 3.4’de y = a, + myx dogrunun egimini hesaplamis oluruz. O halde, AX’i
nasil sectigimize bagl olarak (xo, f(Xo)) noktasindan gegen farkli dogrularin egimlerini bul-
mus olacagiz. Sdyle diisiinelim:

(Xo, T(Xo)) den gegen hangi dogruyu secersem, f(x) degerlerini x, noktasinin yakinla-
rinda o dogru iizerinde daha az hatayla hesaplamak miimkiin olur?

Ornegin, y = f(x) = X2 fonksiyonunu ele alalim ve x, = 1 noktasinda egimini yukaridaki yon-
temle farkli Ax degerleri icin hesaplayalim. f(x,) = 1 olduguna ve her durumda dogru (1, 1)
noktasindan gececegine gore:

AX Ay =(Xo+ AX)*—1 | m=Ay/AXx | y=a+mx

1 3 3 -2+ 3x

05 1.25 2.5 -1.5+ 2.5x

0.1 0.21 2.1 -1.1+2.1x
0.01 0.0201 2.01 -1.01 + 2.01x
0.001 0.002001 2,001 —1.001 + 2.001x
0 0 2 -1+2x

olacaktir. Burada Ax = 0 koyuldugunda Ay/Ax = 0/0 olmaktadir ama biz m = Ay/Ax = 2 aldik.
Su nedenle ki, Ay/Ax degerlerine bakildiginda Ax kiigiilditkge Ay/Ax = 2 degerine limit olarak
yaklagmaktadir. Yani Ax kiiciildiikge kiris dogru y = —1 + 2x teget dogrusuna limit olarak yak-
lagir. Simdi, x =1.015 inigin y = x*—ki bunun 1.030225 oldugunu biliyoruz—degerini tablo-
daki dogrular tlizerinde hesaplayalim:

y =a+ mx f(1.015) ~ a + m(1.015)
-2+ 3X 1.045

-1.5+ 2.5x 1.0375

-1.1+2.1x 1.0315

-1.01 + 2.01x 1.03015

-1.001 + 2.001x 1.030015

-1+2x 1.03

Tahminlerin m = 2 degerine yaklastikca iyilestigine dikkat ediniz. Ote yandan x = 1 noktasina
daha yakin olan x = 1.0015 degeri i¢in x* = 1.00300225 degerini ayni dogrular iizerinde tah-
min etseydik:



y =a+ mx f(1.015) ~ a + m(1.0015)
-2+ 3x 1.0045

-1.5+ 2.5x 1.00375

-1.1+2.1x 1.00315

-1.01 + 2.01x 1.003015

—-1.001 + 2.001x 1.0030015

-1+ 2x 1.003

olurdu, ve m = 2 degerine yaklastik¢a tahminler daha iyi olmaktadir. Buradan ¢ikan sonug X,

= 1 noktasinin “yakin civarinda,” yani yeterince kiigiik € > Ove x € B(X, €) i¢in, y = x? nin

degerini y = —1 + 2x teget ogrusu iizerinde “en iyi” sekilde tahmin edebiliyoruz.

y

Yo

y =f(x)

Y = o + MeX

/ Bxa. ©)
A

Sekil 3.5 Bir Fonksiyonun Egimi

Xo

Iste bir f(x) fonksiyonunun egiminin anlami budur: bir fonksiyonun bir Xo_noktasindaki egimi

fonksiyona o noktada teget olan dogrunun egimidir. X, noktasinin bir (yeterince kiiciik) e—

komsulugunda (Sekil 3.5’de B(X,, €)). X € B(Xo, €) icin f(x) ~ 8, + mex degeri fonksiyonun

“en iyi dogrusal yaklasik degerini” verir. Ve biz f(x)’in X, noktasindaki egimine fonksiyonun

0 noktadaki tiirevi divoruz. Bu tanimi formel olarak vermeden Once i¢c nokta kavramim ver-

memiz gerekir.

Tanim 3.3 ¢ nokta

A c R ve X, € A olsun. Eger, B(xo, €) < A olacak sekilde en az bir € > 0 varsa X, A’nin i¢

noktasidir denir. A’nin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine icA = {x € A| X A’nin i¢ noktasidir}

diyecegiz.



Omegin, A = {1, 2, 3} kiimesinin i¢ noktas1 yoktur: icA = & dir. Ciinkii her x € A ve her £ >
0 i¢cin B(x, €) = (x — ¢, x + ¢) aralif1 A da olmayan reel sayilar i¢erecektir. A = [a, b] kiimesini
alirsak, a € A bir i¢ nokta degildir:

B(a, €)
O r'y fa) r'y

a b

Burada B(a, €) araligi her € > 0 i¢in x < a, yani x ¢ A, noktalar icerir. Yani, B(a, €) < [a, b]
olacak sekilde bir € > 0 yoktur. Benzer sekilde b € A noktasi da A’nin i¢ noktas1 degildir (se-
kil iizerinde gosteriniz). Ama, her a <x <b, x € A, A’nin bir i¢ noktasidir. € < min(d(x, a),
d(x, b)) olan her € > 0 i¢in B(x, €) < [a, b] dir:

__ B(x,¢) c[a, b]
. 0w 0 v
a X b
O halde i¢[a, b] = (a, b) olur: her X € (a, b) i¢in B(x, €)  [a, b] olacak sekilde bir € > 0 vardir.
Buradan hareketle A = (a, b) i¢in i¢A = A oldugunu goriiyoruz: (a, b) araligindaki her x igin
(a, b) araliginda kalacak sekilde x merkezli bir agik aralik bulabiliriz (sekil tizerinde gosteri-

niz). Zaten (a, b) araligmma ‘“a¢ik™ aralik denmesinin nedeni de budur: A = i¢A olan kiimeler
“acik” kiimelerdir. Buna gore [a, b] acik kiime degildir, ¢iinkii [a, b] # ig[a, b] = (a, b) dir.
Dogal olarak her x € R, R nin bir i¢ noktasidir.

Tanim 3.4 Tiirev

f:Dc R — R, X, € igD, ve f(x) X, noktasinda siirekli olsun. Fonksiyonun x, noktasindaki
tiirevi fonksiyona X, noktasinda teget olan dogrunun egimidir ve AX # 0 olmak iizere

lim 2 — jim 1+ A% = T(x,)

Ax—0 AX Ax—0 AX

(eger bu limit varsa) olarak hesaplanir. Buna gore fonksiyonun x, noktasindaki tiirevi x, Nok-
tasina tekabiil ettirilen bir reel sayidir ve bu say1

f'(x,) veya Df(x,) veya j—f(xo)
X

seklinde gosterilir. Eger fonksiyonun i¢D iizerinde her noktada tiirevi varsa f(x) i¢D iizerinde
her noktada tiirevlenebilir denir. Bu durumda her x € i¢D igin bir say1 elde edecek sekilde bir

tiirev fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon f'(x) veya Df veya j—f seklinde gosterilir.
X
Uyarn:

1. Dolayis1 ile tiirev fonksiyonun siirekli oldugu noktalarda tanimhidir. Cogunlukla tiirev sii-
reklilik kosulu koymadan tanimlanir ve daha sonra fonksiyonun tiirevi olan noktalarda stirekli



oldugu bir teorem olarak ispatlanir: siireklilik tiirev i¢in gereklidir. Burada bu gereklilik tani-
ma dahil edilmistir. Ama her siirekli fonksiyonun tiirevi olmasi gerekmez.

2. Tiirevin x € i¢gD olan noktalarda tanimlanmasinin nedeni limit alma islemi i¢in x noktasina
hem sagdan hem soldan “yaklasabilme” gerekliligidir.

Ornek 3.3

) 1-x,x<1ise , : oo

. f(x)= ) fonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli degildir ve bu noktada
X+1,x > 1ise

tiirevi yoktur: bu fonksiyona x = 1 noktasinda teget olan dogru yoktur. Fonksiyonun grafigini
cizerek inceleyiniz.

il. f(x) = a sabit fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonun tiirevi her noktada sifir, yani Df(x) = 0
sabit fonksiyon, olur. Ciinkii tiirev egimi, dolayis1 ile degisimi dlger ve bu fonksiyon degis-
medigine gore tiirevi sifir olmalidir. Gergekten de tiirevin tanimindan:
Ay =f(x + AX) — f(x) =a—a =0 ve Ax # 0 igin

Ay

. .0 .
lim—=Ilim—=1im0=0
Ax—=0 AX Ax—0 AX Ax—0

olur.

iii. y = f(x) = a + bx fonksiyonunun tiirevi b olmalidir: bu dogruya teget olan dogru kendisidir
ve egimi de b’dir. Tiirevin tantmindan hesaplama yaparsak:

Ay =a+ b(x + AX) — (a + bx) = bAX, ve AX # 0 i¢gin

lim Y = 1im "X _ jimb=b
Ax—0 AX Ax—=0 AX Ax—0
olur.
: 1-x,x<1lise : s .
iv. f(x)= ] fonksiyonu her noktada siireklidir ama x = 1 noktasinda tiire-

-1+x, X > 1ise
vi yoktur.

y
y=1-X y=-1+x




Fonksiyonun grafigi incelendiginde goriilecegi gibi x = 1 noktasinda fonksiyona tegettir diye-
bilecegimiz tek bir dogru yoktur: sekilde kirik ¢izgiyle gosterilen biitiin dogrular fonksiyona x
= | noktasinda tegettir. Dolayis1 ile fonksiyonun x = 1 noktasinda egimi tanimli degildir ve
tiirevi yoktur. Bu Ornek bize tiirevlenebilir fonksiyonlarin ne anlamda “diizgiin” oldugunu
gostermektedir. Bu fonksiyon X, = 1 noktasinda siireklidir: fonksiyon x = 1 noktasinda davra-
nis degistirmekte (y = 1 — x dogrusundan y = 1 + x dogrusuna ge¢cmekte) ve bunu kopma ya-
ratmadan yapmaktadir. Ama biz x = 1 noktasi civarinda fonksiyonun degerlerini bir teget y =
a + mx dogrusu iizerinde tahmin edemeyiz. Tiirevi olan bir fonksiyon x, noktasinda kopma
yaratmadig1 gibi, birdenbire davranis da degistirmez. Bu da tam olarak x, noktasinda {izerinde
Xo @ yakin x igin f(x) degerlerini hesaplayabilecegimiz tek bir teget dogru oldugu anlamina
gelir.

Tiirevin hesab1 limit hesabina dayanmaktadir ve bu da her zaman kolay bir is degildir. Orne-
gin, y = sinx fonksiyonunun tiirevi limay_,o[SIN(X + AX) — sinx]/Ax olarak hesaplanmalidir ve
bu limitin var oldugunu gdsterip bulmak epeyi ¢aba gerektirir. Ama tiirev kavraminin en bii-
yiik meziyeti belirli temel fonksiyonlarin tiirevleri bilinince, asagidaki teoremle birlikte, bizim
karsilasacagimiz (tiirevi olan) her fonksiyonun tiirevini bulmanin, her seferinde limit hesap-
lamadan, miimkiin olmasidir.

Teorem 4.1. X c R, fve g Xizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlar; a, B € R olmak tizere
i. Turev fonksiyonu dogrusaldir:
D(af + Bg) = aDf + BDg dir.

(toplam—fark kurali: tiirevlenebilir fonksiyonlarin toplam ve farklarinm (f = —1) tirevi, ti-
revlerin toplam ve farkina esittir).

ii. D(fg) = (Df)g + f(Dg) dir.
(¢arpim kuraly: tiirevlenebilir fonksiyonlarin ¢arpiminin tiirevi, birincinin tiirevi ¢arp ikinci +
ikincinin tiirevi ¢arp1 birinci olarak hesaplanir).

(9)

(béliim kurali: tirevlenebilir fonksiyonlarin boliimiiniin tiirevi, (payin tiirevi garp1 payda —
paydanin tiirevi ¢arp1 pay) bolii paydanin karesi olarak hesaplanir).

iii. g(x) # 0 olmak tizere D(f /g

iv. D(fog) = (Df)(Dg) ya da y = f(z), z = g(x) olmak Uzere ar _dy dydz
dx dx dzdx

(zincir kurali: tirevlenebilir fonksiyonlarin bilesiginin (fog) tiirevi, (f nin g ye gore tiirevi
carp1 g nin x e gore tiirevi olarak hesaplanir).

~(f (g dir.



af 1

v. f * (ters) fonksiyonu varsa Df * = % yaday = f(x),x = f *(y) olmak tizere

olur.

(ters fonksiyon kurali: tirevlenebilir bir fonksiyonun tersinin tiirevi, fonksiyonun tiirevinin
tersidir).

Uyari: Bu kurallar ikiden fazla fonksiyona da uyarlanabilir. f, g, h ayn1 kiime iizerinde tiirev-
lenebilir fonksiyonlar; a, b, ¢ € R olmak tizere:

D(af + bg + ch) = aDf + bDg + cDh,
D(fgh) = (Df)gh + f(Dgh) = (Df)gh + f(hDg + gDh) = (Df)gh + (Dg)fh + (Dh)fg,

D(fo(goh)) = DfDgDh, yani y = f(z), z = g(u), u = h(x) ise j_f:d_ygd_u: (g
X dz du dx

olur.

Teorem 3.5 (Bazi temel fonksiyonlarin tiirevleri)

y = f(x) Df
geQ y=ax’ | Df=agx"

aeR,y=ax* | Df=aox*"!

y = Inx Df = 1/x

y = ae” Df = ae”

y = ca* Df = (cIna)a*
y = sinx Df = cosx

Y = COSX Df = —sinx.

Bu iki teorem birlikte bizim karsilasabilecegimiz biitiin fonksiyonlarin tiirevini almamizi sag-
lar. Asagidaki ornekleri dikkatle inceleyiniz.

Ornek 3.4

i,y =2x* +x*— 3x? — 2x + 5 tiirevini hesaplayalim. Burada,
g(x) = 2x*, h(x) = x3, u(x) = —3x2, z(x) = -2x, v(x) =5
koyarsak



y =9(x) +h(x) + u(x) + z(x) + v(x)

olur. O halde, Teorem 4.1. uyarinca Dy = Dg + Dh + Du + Dz + Dv olur. Teorem 4.2. ye gére
de f(x) = ax® oldugunda Df(x) = agx®* olduguna gore:
Dg =2.4.x*1=8x,
Dh =3x*"=3x’,
Du=-3.2x*1=_6x,
Dz =-2x""=-2,
Dv =0.
O halde,
y=2x* +x3 - 3x* = 2x + 5 icin Dy = 8x> + 3x* — 6x — 2 olur.
Dogal olarak bu tiir fonksiyonlarin tiirevini bulurken her seferinde g(x) vb. fonksiyonlar yazip

uzun yoldan gitmeye gerek yoktur. y = 2x* + x> — 3x? — 2x + 5 verilince her bir ifadenin tiire-
vini alip (isaretlere dikkat ederek) toplamimi yazariz. Ornegin,

y=3x°—4x3+5x*—5x + 7 ise Dy=15x*—12x*+ 10x — 5,
y=3x% + x> - 2x*% ise Dy=6x+0.5x*°—0.6x %' olur.

il. y = 1/x olsun. Bunun tiirevini iki yoldan bulabiliriz:

1. yol: y = 1/x = x * olduguna gére Dy = -1x "1 = —x? = —1/x%,
2. yol: boliim kuralindan y = 1/x ise

Dy = [(D1)x — 1Dx]/(x)? = [0.x — 1.1]/ x* = —1/x%.

Burada birinci yolu daha verimli oldugu agiktir. Ornegin,
y=1/x* ise y=x?veDy=-2x?'=-2x73

y=1x*® ise  y=x?PveDy=(-2/3)x 1 =—2/13)x " olur.

iii. y = 1/(1 — x) ise Dy yi iki yoldan bulabiliriz:

1.yol:y=(1-x)" =u’, u=1-xdersek, zincir kuralindan

Dy = dydu _ (-1u®)(-1) =u? = 1/(1 - X)? olur.
du dx
: fx) 1 y e
2.yol: y = —~= = —— oldugundan, boliim kuralin1 uygulayarak
g(x) 1-x
py =9 -szg SR ~ elde ederiz.

g (1-x)



Ciinkii, f= 1 sabit fonksiyonu oldugundan Df =0, g =1 — x oldugundan Dg = —1 olmaktadir.

X?-BX + 2
x3-3x%+ 2x + 3
f(x) =x*—5x+2 ve g(x)=x>—3x*+2x + 3 olmak iizere y = f(x)/g(x) dir. Burada,

iv. y= fonksiyonunun tiirevi en kolay bdliim kuralindan hesaplanir.

Df=2x-5ve Dg= 3x*—6x +2 olduguna gore (g(x) # 0 oldugu noktalarda):

_gDf — fDg _ (x* —3x® +2x + 3)(2x —5) — (x> —=5x + 2)(3x* —6X + 2)

by g’ (x® = 3x* +2x +3)?
Dy = —x* +10x® -19x* + 38x —19

(x® = 3x* +2x +3)°
olur.

V.y= (X2 + 2X —1)2 olsun. Bu fonksiyonun tiirevi zincir kuralindan kolaylikla hesaplanir.

u(x) = x* + 2x —1 dersek Du = 2x + 2 olur.
O halde y = u? ve Dy = (2u)Du = 2(x* + 2x —1)(2x + 2) olur.
Bu tiir ifadelerin tiirevleri hesaplanirken parantez ic¢indeki ifadeyi bir degisken gibi diisiiniip
“y nin paranteze gore tlirevi = 2()(2 + 2X —1) ¢arp1 i¢inin tiirevi = 2x + 2” bi¢giminde daha hizli
hesaplama yapilir. Ornegin,
y = (X3 = 5x% + 2x)? ise Dy = [2/3(x® — 5x% + 2x)7*(3%% — 10x + 2) yani

- _/

“paranteze’gore %(—/

tiirev” “igininin tiirevi”

Dolayist ile,
Dy = 2/3(x* — 5x? + 2x) * (3x* — 10x + 2) olur.

vi. y = In(1 + x?) olsun. Burada u(x) = 1 + x? koyarsak Du = 2x, y = Inu ve zincir kuralindan
Dy = (1/u)Du = (2x)/(1 + x%) olur.

vii. tanx = sinx/cosx olduguna gore boliim kuralindan

D(tanx) = D(f/g) = [gDf — fDg]/g® = [cosx(cosx) — sinx(-sinx)]/(cosx)?
= [(cosx)? + (sinx)’]/ (cosx)® = 1/(cosx)?

olur ((sinx)? + (cosx)? = 1 oldugunu hatirlayiniz).

dy _ e’ =y olmaktadur.
z

viii. z=1Iny ise 7' = j_z =1/ydir. Amaz=Inyisey=e’dirvey = g
y

Buradan sik kullanilan faydali bir sonug ¢ikar:



dy dy

a diny

Bu aslinda ters fonksiyon kuralinin sonucudur. z = f(y) ve y = fz) oldugundan
dy 1 1

dz  dz/dy 1/y

=y olmaktadir.

ix. y = ca* fonksiyonunun tiirevi Teorem 4.2. de Dy = (clna)a” olarak verilmektedir. D(Inx) =
1/x oldugunu kabul edersek bunu ispatlayabiliriz. y = ca* olduguna gore Iny = Inc + xIna dur.

O halde, d(!jn y) =Ina olur (¢ sabit oldugundan DInc = 0 dir) ve zincir kuralindan,

dy__dy diny) =ylna=ca*lna=(clna)a* olur (Ornek (viii) deki sonucun kullanil-

dx d(iny) dx

digina dikkat ediniz

x.y = a"®, u(x) = x* + x verildiginde zincir kural ile y’ = (Ina)a"u’ = (Ina)a"(2x + 1) olarak

bulunur. Burada da logaritmik tiirev yoluna gidebilirdik: Iny = ulna olduguna gore d (Ijn y_
X

(Ina)u’ = (Ina)(2x + 1) ve Ornek (viii) deki sonucu kullanarak:
dy dy diny

dx_dlny dx

= y(Ina)(2x +1) bulunur.

xi. y=(x*+x)*? ise y' bulmanin en kolay yolu logaritmik tiirev yoluna gitmektir. Burada,

diny 2x +1

Iny = (x + 1)In(x? + x) ve =In(x* + X) + (x +1) olur. Bir dnceki 6rnekte oldugu

olarak bulunur.

gibi,

dy dy diny diny _ 2 2x +1
= yIn(x® +x X+1
dx diny dx -y dx yInGx+x)+y( +)x2+x

- 2 . . oo . .
xii. y =e** fonksiyonu verildiginde u = x2+1 koyarsak y = €, ve zincir kuralindan

Dy = D(e")Du = e"(2x) = 2xe" olur. Baska bir yol logaritmik tiirev yoludur. Burada,

Iny = x* + 1 olduguna gore diny =2x olmaktadir. Ornek (viii) deki sonucu kullanarak:
X
d_y __ Y diny =y2x = 2xy bulunur.
dx diny dx
X2 +2x : e 2 3 52
xiii. y=1In F o 1 2x fonksiyonu verildiginde y = In(x“ + 2X) — In(x” — 2x° + 2x) yazarsak,
X" -2ZX" +2X

2
Dy = DIn(x? + 2x) — DIn(x® — 2x* + 2x) = 22X+ 2 _ 3;( —ix *2 elde edilir. Burada her te-
X +2X  X°-2X° +2X

rim i¢in yukaridaki (vi) 6rnegindeki yol izlenmistir.




xiv. q = 10/p olmak iizere bir talep fonksiyonu ise Dq = —10/p® olur. Ciinkii, ¢ = 10p * oldu-
gundan Dq =-1(10p * ) = —10p % = —10/p? dir.

XV. Y = (X + 1)(x%* = 2)(x* + 3x%) ise
Dy = (x* = 2)(x* + 3x)D(x + 1) + (x + 1) (x> + 3xA)D(X* — 2) + (x + 1)(x* — 2)D(x* + 3x%)
= (x* = 2)(C +3x%) + (x + 1) (¢ + 3xA)[2x] +(x + 1)(x* — 2)[3x* + 6x] olur.

xvi. y = [0 = 2)(x% + 3x9)]*° ise
Dy = 0.5[(x* — 2)(® + 3x3)] %2 (* + 3x9)D(x* — 2) + (x* — 2)D(x® + 3x))}
= 0.5[(x* — 2)(x® + 3xA)] (¢ + 3x%)2x + (X* — 2)(3%* + 6x)} olur.

xvii. ¢ = c(y®): tiiketim harcanabilir gelirin fonksiyonudur,
y'=y—t: harcanabilir gelir = gelir — vergilerdir,
t=1t(y):  vergiler gelirin fonksiyonudur,

iligkileri verilsin ve bu fonksiyonlarin tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Buna gore ¢’ =
dd—(; tilketim fonksiyonunun yd degiskenine gore tiirevidir. Buradan % yi, yani tiikketimin
y

gelire gore tiirevini hesaplayalim. Burada iki yol izleyebiliriz:

d
a. Once yOI =y —t(y) koyarsak ddLy =1 —3—; =1-t" elde ederiz. Oyleyse, zincir kuralindan
d
de _ d—idL =c'(1-t") olur.
dy dy" dy

b. ¢ = c(y") = c(y — t(y)) yazarsak “c nin paranteze gdre tiirevi carpi parantezin y ye gore tiire-
vi” kuraliyla (ki bu aslinda zincir kuralinin ifadesidir) dogrudan c'(1 - t) elde edilir.

Her iki yolla da elde edilen tiirev sunu ifade eder: gelir degistiginde vergiler t' kadar, harca-
nabilir gelir (1 — t') kadar ve tiiketim ¢’ (¢arp1) harcanabilirdeki degisme kadar degisir, ¢iinkii
harcanabilir gelirdeki degismeler tiiketimde €' kadar degisim yaratmaktadir.

xviii. T = X(q) — qM(q) olsun. Burada

dT dX dX dM , ,
— == D(EM(@)=—--M-g——=X"-M -qM
dg dq dq dq

olacaktir. gM(q) ifadesine ¢arpim kuralinin uygulandigina dikkat ediniz.



3.3 DIFERANSIYEL

Tiirevin tanimina giden agiklamalarda “bir dogru tanimlayan fonksiyonun egimini bildigimiz-
de fonksiyonun nasil degisecegini bildigimiz gibi, genel bir f(x) i¢cinde benzer sekilde yorum-
layabilecegimiz bir egim tanimlayip bunu hesaplayabilir miyiz?” demistik. Diferansiyel kav-
ramini kullanarak burada “benzer sekilde” ifadesine anlam verecegiz.

Tanim 3.5 Diferansiyel
f: D € R—>R i¢D iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir dx € R i¢in

dy = df = D(x)dx = f'(x)dx
ifadesine f ’nin diferansiyeli denir.
Uyari: Burada dx herhangi bir sayidir ama x’in diferansiyeli olarak adlandirilir.

Buna gore bir fonksiyonun tiirevini biliyorsak diferansiyelini de hemen yazabiliriz. Diferansi-
yel tiirevle ayni1 kurallara uyar. Buna gore, f(x), g(x) ve u(x) diferansiyeli olan fonksiyonlar
olmak tizere:

d(af(x) + Bg(x)) = adf(x) + pdg(x) = af'dx + fg'dx (a, p € R)
d(f(x)g(x)) = d(f)g + f(dg) = f'gdx + fg’'dx (carpim kurali)
d(f(x)/g(x)) = [(df)g — f(dg)l/g* (g(X) = 0) (bdliim kuralr)

df(u(x)) = (df)(du) = f'du = f'u’dx (zincir kural1)

Ornek 3.5
i. y = x? fonksiyonunun tiirevi y' = 2x olduguna gére dy = y'dx = 2xdx olur.
i,y = (x*—2x)ise y’ = 3(x* — 2x)*(2x —2) olduguna gore dy = 3(x* — 2x)*(2x —2)dx olur.

li.y=Inxisey = 1/x = dy = dx/x dir.

_ 3 _ _ 2 _ 3 2
iv. y = ); 1 iseDy:(X + X) gx 1)2(3x +1): 2X 3+3x2+1
X + X (X* + x) (X* + X)
_9y3 2
dy:wdxolur.
(X* +x)

V.y= (X2 — 2X)1/3 iseu= (X2 — 2x) i¢in du = 2(x — 1)dx olur. Ote yandan, dy = (1/3)u72/3du
olduguna gore, dy = (2/3)u*2/3(x — 1)dx dir.

Simdi, f: D < R—R tiirevlenebilir bir fonksiyon ve x, € i¢D ise, fonksiyona x, noktasindaki
tegetin denklemi, (Xo, Yo = f(Xo)) noktasindan gegen ve egimi f'(X,) olan dogrunun denklemidir
ve

Y = (Yo — F(Xo)Xo) + f'(Xo)X

olarak bulunur. Bunu diizenlersek:

Y = Yo = F'(Xo)(X — Xo) (3.1)



elde ederiz. Dolayisi ile, dx = (x — Xo) koyarsak dy = f'(X,)dX =y — Y, olur. Bagka bir ifade ile
bir fonksiyonun diferansiyeli, fonksiyonun “en iyi dogrusal yaklasik degerini”, yani teget dog-
ru iizerinde tahmininin, ifadesidir. Oyleyse, diferansiyeli (dy) fonksiyonun degerinde teget
dogru tlizerindeki degisme olarak yorumlayabiliriz. Keyfi olarak konulan bir dx degeri igin
fonksiyonun degerindeki ger¢ek degismeye nispetle yapilan hata biiyiik olur.

y
y =f(x)
f(Xo + dX) ....................................................................... Y=Yo + f’(Xo) (X _ Xo)
a
f(Xo + dx) — f(xo)
dy = f'(Xo)dx
f(Xo)
X
Xo X = Xo + dX

Sekil 3.6 Diferansiyel

Sekil 3.6’da goriildigii gibi x, noktasindan dx kadar bir artisla x = X, + dx noktasina geldigi-
mizde fonksiyonun degeri gercekte f(x, + dx) — f(X,) kadar artarken, teget dogru tizerinde he-
saplanan diferansiyel (bu durumda) daha diisiik bir deger tahmin etmektedir. Ac¢ik oldugu
izere dx degerleri azaldikga (X, noktasina yaklastik¢a) hata miktarlar1 da azalacaktir ve f(x, +
dx) — f(Xo) degeri dy degerine yaklasacaktir. Bu 6nemli tespiti asagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 3.6 f: D < R—R bir X, € i¢gD noktasinda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O hal-
de, her € > 0 ve xo # X € B(Xo, 8) igin dX = d(X, Xo) Ve Ay = f(X, + dx) — f(X,) olmak tizere

d(Ay, dy) < ed(x, Xo)
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir.

Bu teorem sunu demektedir: herhangi bir € > 0 verildiginde X, noktasina €’na baglh bir &’dan
daha yakin x degerleri igin Ay = f(X, + dx) — f(X,) ile dy arasindaki fark, yani d(Ay, dy) ola-
rak Olgiilen hata, ed(x, Xo) degerinden daha kiigiik olur. Dolayisi ile en fazla ed(x, x,) kadar
hata yapmis oluruz ve ¢ok kiigiik d(xo, x) degerleri segerek (yani X, noktasina ¢ok yakin kala-
rak) hatayr istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz. Bu da bize, dx diferansiyelini “cok kii¢lik” bir
say1 olarak diisiinmek tizere,

f(Xo + dX) ~ f(Xo) + dy = f(Xo) + '(Xo)dX (3.2)

ifadesini verir. Buna gore, tlireve egim ve degigsme kavramlarini atfedebiliriz: “x degiskeni dx
kadar arttiginda y degiskeni dy = f'(x)dx kadar artar.” Iste bu yorumla tiirevin bir fonksiyonun
egimi oldugu fikri daha kesinlik kazanir ve diferansiyel iktisatta ¢ok kullanilir.



Ornek 3.6

i. 4.0001 sayisinin karekokiinii diferansiyel yardimiyla hesaplayalim. y = f(x) = x> fonksiyo-
nunun diferansiyeli dy = 0.5x °°dx olduguna gére x, = 4 noktasinda dy = 0.25dx olur. O hal-
de, (X, + dx) = f(X,) + dy = f(4) + 0.25dx ifadesi dx =0.0001 i¢in

f(4.0001) = f(4) + dy = 2 + 0.25(0.0001) olur.

Buradan da (4.0001)*° = 2 + 0.000025 = 2.000025 olarak hesaplanir ki hesap makineleri
(4.0001)%* i¢in 2.0000249998 vermektedir.

ii. In(1.03) sayisin1 hesaplamak i¢in dlnx = dx/x diferansiyelini X, = 1 noktasinda kullanirsak
In1 = 0 olduguna gore din(1 + dx) =Inl + dx/1 = dx elde ederiz. Burada, dx = 0.03 olduguna
gore In(1.03) = 0.03 olur ki hesap makinesi bu say1 i¢in 0.02955 vermektedir. Dolayisi ile

In(l+g)~g

kiigiik g degerleri i¢cin kabul edilebilir bir yaklasik degerdir.

iii. (Marjinal kavram) iktisatta cok sik karsilasilan “marjinal” kavrami aslinda tiirev ve dife-
ransiyele iktisat¢ilarin verdigi isimdir.

Tiiketim fonksiyonu: Tiiketim harcamalarini milli gelirin

c=c(y)

gibi tiirevlenebilir bir fonksiyonu olarak kabul edersek, tiikketimin diferansiyeli

dc = c'dy
olur. Bu da (“kii¢iik degisimler” i¢in) “gelir dy kadar degistiginde tiiketim c¢’dy kadar degisir”
demektir. Burada gelir artisinin yarattig: tiiketim artisi1 ¢’ kadardir ve

¢’ = MPC = milli gelire gbre marjinal tiiketim egilimi

olarak bilinir. Burada “marjinal” “kiiciik degisimler i¢in” anlamina gelmektedir. Clinkii, ancak
marjinal degisiklikler i¢in diferansiyel bize tiiketimi teget dogru iizerinde iyi tahmin etme
olanag verir. Dolayisi ile ¢’ > 0 ise dy > 0 = dc > 0, yani gelirde marjinal bir artis tiikketim de
¢’ kadar marjinal artis yaratir. Dolayisi ile iktisaden anlamli varsayim ¢’ > 0 varsaymaktir.
Buna ek olarak tiikketim artisinin (dc) gelir artisindan fazla olamayacagi da varsayilir. Bu da ¢’
< 1 olmasi demektir: 0 < ¢’ <1 ise dy > 0 i¢in dc = ¢'dy = dy > dc > 0 olur: gelir arttiginda
tiiketim artar ama gelirden az artar. Dolayist ile, tiiketim fonksiyonu genellikle, (milli gelirin
fonksiyonu olarak)
c=c(y),0<c <1
bi¢iminde verilir.

Vergi Fonksiyonu: Kamunun vergi gelirleri
t=t(y),0<t' <1
biciminde bir fonksiyon olarak verildiginde, biz
t'=MVO = marjinal vergi orani
diyerek, dt = t'dy diferansiyelinden, milli gelirde marjinal bir artig oldugunda (dy > 0 ise),
vergilerde dy > dt > 0 olacak sekilde marjinal bir artis olacagi sonucuna variriz. Dolayist ile



gelir arttifinda vergiler artar ama gelirden az artar ve dogal olan da budur. Gelir artiginin ta-
mami vergilendirilmez, ama gelir artarsa vergiler artar. Tekrar tiiketim fonksiyonuna doner-
sek, daha iyi bir modelleme tiiketimin harcanabilir gelirin fonksiyonu oldugunu varsaymaktir:
c=c(y%), 0 <c’ < 1. Budurumda
¢’ = harcanabilir gelire gore marjinal tiikketim egilimi,
yani harcanabilir gelirde marjinal bir artisin yol acacag: tiiketim artis1 olarak yorumlanir.
Eger, buna ek olarak
y'=y-t(y)
bilgisi de verilmisse,
dy? = dy —t'dy = (1 —t')dy

olur (gelir artinca harcanabilir gelir (1 —t')dy kadar artar, ¢iinkii t'dy kadar1 vergi artis1 olmak-
tadir). Bunu tiikketimin diferansiyelinde yerine koyarsak:

dc = c'dy’ = ¢'(1 - t')dy
elde ederiz ve burada
¢'(1 —t") = milli gelire gbre marjinal tiikketim egilimi olur:

milli gelirde marjinal bir artis dy® = (1 — t')dy kadar harcanabilir gelir artis1, oradan da ¢'(1 —
t')dy kadar tiiketim artis1 yaratir.

Ithalat Fonksiyonu: Bir ekonominin yaptig1 toplam ithalat
m=t(y),0<m’'<1

biciminde bir fonksiyon olarak verildiginde, biz

m’ = MIE = marjinal ithalat egilimi
diyerek, bunu tiiketim ile benzer sekilde yorumluyoruz. dm = m'dy diferansiyelinden, milli
gelirde marjinal bir artigin (dy > 0 ise), ithalatta dy > dm > 0 olacak sekilde marjinal bir artisa
yol agacagi sonucuna variriz. Dolayisi ile gelir arttiginda ithalat artar ama gelirden az artar:
ekonomideki birimler gelir artisinin tamamini ithal mallara harcamazlar, ama bir kismini ithal
mallara harcarlar.

Marjinal Uretkenlik: Etkin tekniklerin bir fonksiyon olarak ifadesine

y=1(L)
iiretim fonksiyonu demistik. Simdi bu fonksiyonun tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. O
halde,

dy = f(L)dL

diferansiyeli bize girdi kullaniminda marjinal bir artigin (dL) ne kadar iiretim artis1 (dy) yara-
tacagini gosterir. Iste bu nedenle,
f'(L) = L girdisinin marjinal iiretkenligi

olarak bilinir. Simdi, f'(L) nin isaretinin ne olmas1 gerektigini arasgtiralim. f'(L) <0 ise, L gir-
disinde (marjinal) bir artis iiretimde (marjinal) bir diisiise yol acacak, yani daha fazla girdi ile
daha az iiretim yapiliyor olacaktir. Bu da {iretim fonksiyonunun etkin tekniklerin ifadesi oldu-
gu kurgusuyla celisir. O halde, tiirevlenebilir bir {iretim fonksiyonu,

y=1f(L), f(L)>0

sartin1 saglamalidir ve L girdisinin marjinal {iretkenligi pozitif olmalidir.

V. (logarimik diferansiyel, biiyiime oranlar ve esneklik)



Bir X degiskeni X,, X3 degerleri aliyor olsun.
X, =X, AX
X X

o] 0

orant bize X degiskeninin baslangi¢ degerine nispetle degismesinin (kesir) olarak ifadesidir ve
genellikle 100 ile ¢arpilarak ylizde degisme olarak degerlendirilir. Ornegin, X milli gelir (fiyat
endeksi) ise oran milli gelirin biiyiime (enflasyon) orani olur. Simdi, bu oranda dX = AX ko-

yarsak, kiiciik dX degerleri igin, (kesir olarak ifade edilmek {izere) d7X elde ederiz. Ama bu
ifade InX fonksiyonunun diferansiyelidir. O halde, X siirekli bir degisken olmak {izere
dinX = f(X)dX = %dx

bize X in degisme (biiyiime) oranini verir. Ornegin, X = Xo(1 + g)" uyarinca belirlenen bir

degisken ise InX = InX, + tin(1+g), dInX = gdt ya da X g olur ki bu da bize X in t

(= zaman) i¢inde bliylime oranini verir (In(1 + g) = g yaklasik degerini kullandigimiza dikkat
ediniz).

Simdi, bir y = f(x) fonksiyonu tizerinde iki nokta (X, Yo V€ X1, Y1) biliyorsak,

(yl_yo)/yo _Ay/yo _ﬂﬁ

(%, —x,)/x, AxIx, Axy,

orani bize “y deki yiizde degisme” nin “x deki yiizde degisme” ye oranini verir. Dolayisi ile
oran, diyelim —0.7 ise, “x de %] lik bir art1s,” “y de %0.7 lik bir azalisa yol agar” bigiminde
yorumlanir ve iktisatta esneklik olarak bilinen seydir. Tahmin edilecegi gibi segilen iki nokta
biri birine uzaksa bu yolla elde edilen esneklik daha fazla hata i¢erecektir. (yo/X,) bir say1 ol-
duguna gore, yukaridaki ifadenin AX—0 igin limiti

im Y - Y iim Y -t X =¢
AXx—0 AX X X MXx=0 AX y

olur ve bu da bize se¢ilen bir noktada fonksiyonun nokta—esnekligini (g) verir. Dolayisi ile,

Ax kiiciik olmak tizere dnceki formiil nokta esnekliginin yaklasik degerini vermektedir. Es-

neklik i¢in daha faydali bir formiil bulmak miimkiindiir. Simdi, Ay = dy, Ax = dx koyarsak,
dy/y = dlny, dx/x = dlnx olduguna gore:

E = =
dx/x dliInx

elde edilir ve bu € = f'(x)y/x ifadesine 6zdestir. Bunu gormek i¢in zincir kuraliyla

dlny:dlnyd_y dx zl(f')x:f'(x)f

dInx dy dxdInx vy y
buluruz. Bu da esnekligin hesaplanmasinda kolaylik saglar. Ornegin, q(p) = 10/p talep fonksi-
yonu ise Ing = In10 — Inp ve € = d(Inq)/d(Inp) = —1 olarak hemen bulunur. Ayn1 hesaplamay1

uzun yoldan yapsaydik: £ =0Q" P _—120 _P
qg p°10/p

= -1 bulunurdu.



3.4 YUKSEK MERTEBEDEN TUREV

Teorem 3.7 (Ortalama Deger Teoremi)

f: [a, b] >R iizerinde siirekli ve (a, b) lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O halde,

f(b)—f(@) _ ..
b—a =1
ya da

f(b) =f(a) + f'(c)(b—a)
olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.

f(x)

egim = Ay/(b-a)

f(b) - f(a) = Ay _ egim=1(c)

/a/ c b X

Sekil 4.4. Ortalama Deger Teoremi

Ortalama deger teoreminin geometrik anlami gayet basittir. Sekil 4.4. de goriildiigi gibi [f(b)
—f(a)]/(b — a) fonksiyonun grafigi iizerinde (a, f(a)), (b, f(b)) noktalarin1 birlestiren kirisin
egimidir. Teoreme gore bir ¢ € (a, b) i¢in fonksiyonun egimi, yani f'(c), bu kirigin egimine
esit olmalidir. Teoremin sartlar1 saglandiginda

f(b) =f(a) + f'(c)(b—a)

olur. Yani f(b) degerini f(a)’dan baslayarak AX = (b — a) igin egimin bilmedigimiz bir “c” nok-
tasindaki degerini kullanarak tam olarak bulabiliriz. Genel olarak X, € [a, b] i¢in x # X, € [a,
b] oldugunda teoremi [x, x,] araligina uygularsak, bir ¢ € [X, Xo] igin

f(x) = f(xo0) + F'(c)(X — Xo)

olmalidir. Dikkat edilirse bu egimi f'(c) olan ve (X,, f(X,)) noktasindan gegen dogru iizerinde
yapilan hesaplamadir. Bildigimiz gibi x, a yakin x degerleri i¢in egimi f'(Xo) olan ve (Xo, f(Xo))
noktasindan gecen dogru {izerinde f(x) ~ f(Xo) + ' (Xo)(X — Xo) olmaktadir. Ortalama deger teo-
remi sunu demektedir: bir X, noktasindan baglayarak herhangi bir x i¢in f(x) in degerini x, ile
x arasinda bir ¢ noktasindaki tiirevi kullanarak tam olarak ifade edebiliriz



Tanim 3.6 Yiiksek Mertebeden Tiirev

i. (C* fonksiyonlar) f: (a, b) — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger, f'(x) € C ise (C ile
stirekli fonksiyonlar kiimesini gosterdigimizi hatirlayiniz) f € cdir diyecegiz. Dolayisi ile ct
fonksiyonlar tiirevi stirekli olan fonksiyonlardir.

ii. (ikinci tiirev ve C? fonksiyonlar) f: (a, b) > R C? bir fonksiyon olsun. Eger, f': (a, b) —
d df, df
AT
olarak gosterilir ve f(x) fonksiyonun ikinci tiirevidir denir. Eger, '’ € Cise, f € c? yazacagiz:

R fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise (f')’ = f"’, D(Df) = D*f ya da

C? fonksiyonlar iki tiirevinin ikisi de siirekli olan fonksiyonlardir.
iii. (n.ci mertebeden tiirev ve C" fonksiyonlar) f: (a, b) - R C" bir fonksiyon ise n.ci tiire-

n

vi f, D"f ya da df

Xn

olarak gosterilir. C" ilk n tiirevi siirekli olan fonksiyonlardir.

Buna gore f(x) =x? e C? dir. f(x) = e* € C” dur. f(x) = x> — x%ise f' = 3x* — 2x, f' = 6x — 2,
" = 6 olur ve f(x) e C? tiir. Ote yandan,

Asagidaki fonksiyonlarin ilk {i¢ tirevini bulunuz:
i,y = Inx iiLy=x2+2x+3  dii.y=x'—x*+2x iv.y=1/(1-x%
Simdi, f(x) € C? bir fonksiyon olsun. Bir a noktasindan baslayarak
f(x) ~ f(a) + dy = f(a) + f'(a)(x — a)
dogrusal yaklasik deger hesaplamasinin hata igerecegini biliyoruz. Ote yandan, ortalama de-
ger teoreminden
f(x) =f(a) + f(c)(x —a)
olacak sekilde bir a < ¢ < x oldugunu biliyoruz, ama c¢’nin degerini bilmiyoruz. Varsayim ge-
regi f' stirekli tiirevi haiz olduguna gore, ortalama deger teoremini f'(x) fonksiyonuna [a, c]
araliginda uygularsak
f(c)=f(a) + f'(a)(c—2a)
olacak sekilde bir a € (a, ¢) oldugu sonucuna variriz. O halde, [a, x] araliginda
f(x) =f(a) + f(a)(x —a) + f"'(a)(x —a)(c — a)

olacak sekilde a <c¢ <x, ve a <a < c vardir. Bdylece birinci tlirevin “a” noktasindaki degerini

kullanabiliriz, ama burada bilmedigimiz iki say1 olusmaktadir: ¢ ve a. Bu bilmedigimiz sayilar
yerine bildigimiz sayilar koyarsak, hatayi ikinci tiirevi igeren terime kaydirmis oluruz. Burada
dikkat edilirse o sayis1 a sayisina c’den daha yakindir. Eger, a = a, ¢ = (a + X)/2 koyarsak, ¢ —
a=al2 +x/2 —a=(Xx—a)/2 olacagi i¢in:

f(x) ~ f(a) + f/(a)(x — a) + % (a)(x — a)°



elde ederiz. Bu da bize “ikinci dereceden yaklasik deger” verir ve f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a),
dogrusal yaklasik degerine nispetle daha iyidir.

Ornegin, f(x) = x>, a=1 olsun ve x = 1.1 icin f(x) in degerini iki yaklagimla hesaplayalim.
Burada, f(1) =1, f(1) =3, (1) =6, (X —a) = 0.1 olduguna gore

dogrusal yaklasik deger: f(1.1)=1+3(0.1)=1.3
ikinci dereceden yaklasik deger: f(1.1) = 1.3 + (1/2)6(0.1)> = 1.33

elde edilir ve 1.331 gergek degerine gore, ilkinde hata = 0.031, ikincide hata = 0.001 olmakta-

1 —

dir. Burada x® fonksiyonunun iigiincii tiirevi (" = 6) sifirdan farkli oldugu i¢in, ikinci dere-
ceden yaklasik deger de hata igermektedir, ama “daha yaklasik™ bir deger vermektedir.

Eger n > 2 i¢in f" =0, yani f e C?ise,
f(x) =f(a) + f(a)(x —a) + %f”(a)(x ~a)?

olur, yani “ikinci dereceden yaklasik deger” tam degeri verir.

Buradan anlasilacagi iizere bir f(x) fonksiyonunun yiliksek mertebeden tiirevleri varsa bunlari
kullanarak yapilan hatay1 daha yiiksek mertebeden tiirevi igeren terimlere aktararak giderek
daha iyi yaklasik degerler bulabiliriz. Bu fikir genel olarak Taylor teoreminde ifade edilir.

3.5 MONOTON FONKSIYONLAR VE BI-
RINCI TUREVIN ANLAMI

Bir noktada tiirevi pozitif (negatif) olan bir fonksiyonun o noktada diferansiyeli dy = f'(X,)dx
de pozitif (negatif) olur yorumuyla dx > 0 ise dy > 0 (< 0) olur sonucuna ulastik. Simdi, bir
aralik lizerinde tilirevi pozitif, negatif ya da sifir olan fonksiyonlarla ilgili genel bir siniflan-
dirma yapmak istiyoruz.

Tanim 3.7 Monoton fonksiyonlar

f: D < R—R bir fonksiyon olmak iizere:

i. (monoton artan fonksiyon) Her X, X, € D igin x1 > X, < f(X1) > f(X2) oluyorsa f D iize-
rinde monoton artan (ya da sadece artan) bir fonksiyondur denir.

ii. (monoton azalan fonksiyon) Her Xy, X2 € D igin x;3 > X, < f(X1) < f(X2) oluyorsa f D {ize-
rinde monoton azalan (ya da sadece azalan) bir fonksiyondur denir.

Uyari: Dogal olarak her x1, X € D i¢in f(x1) = f(X2) oluyorsa f D {izerinde sabit bir fonksi-
yondur denir.

Ortalama deger teoremi kullanilarak asagidaki 6nemli sonug ispatlanabilir:



Teorem 4.8. f: [a, b] >R iizerinde siirekli ig[a, b] = (a, b) tizerinde tlirevlenebilir bir fonksi-
yon olsun. O halde,

i. Her X € (a, b) i¢in f'(x) = 0 oluyorsa f(x) [a, b] tlizerinde sabit bir fonksiyondur.

ii. Her X € (a, b) i¢in f'(x) > 0 oluyorsa f(x) [a, b] iizerinde artan bir fonksiyondur.

iii. Her X € (a, b) i¢in f'(X) < 0 oluyorsa f(x) [a, b] lizerinde azalan bir fonksiyondur.

Iv. g: [a, b]—>R iizerinde siirekli i¢[a, b] = (a, b) lizerinde tiirevlenebilir baska bir fonksiyon
ise ve her X € (a, b) igin f'(X) = g'(x) oluyorsa f(x) — g(x) sabit bir fonksiyondur (yani bir ara-

lik lizerinde tiirevleri esit olan iki fonksiyon bir sabit farkiyla esittir).

X X

(b)
(@) Sekil 4.5. Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Buna gore Sekil 4.5. (a) panelindeki her {i¢ fonksiyon da artandir ve tiirevleri (egimleri) pozi-

tiftir. Sekil 4.5. (b) panelindeki her ii¢ fonksiyon da azalandir ve tiirevleri (egimleri) negatiftir.
Dikkat edilecegi gibi tiirevin isareti bize fonksiyonun artan ya da azalan olacagini sdylemekte

ama sekildeki tic durum arasinda ayrim yapmamiza olanak vermemektedir.

Ornek 4.8.

i. y = € fonksiyonu R iizerinde artan bir fonksiyondur, ¢iinkii her x € R igin y’ = &* > 0 dir.

ii. X € Rii¢in f'(X) = 2x ve g'(x) = 2x olsun. Bildigimiz gibi tiirevi 2x olan fonksiyon x? fonk-
siyonudur. O halde, f(x) = x ise g(X) = ¢ + X* = ¢ + f(x) olmalidir (¢ € R herhangi bir sabit
olmak tizere).

iii. Iktisadi modellerde bir fonksiyon tanimlandiginda genellikle tiirevinin isareti ile birlikte
verilir. Ornegin,

X = X(q), X' >0
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denklemi verildiginde, biz X degiskeninin bir “q” degiskeninin artan bir fonksiyonu oldugunu
biliyoruz. Daha bildik bir 6rnek ise basit piyasa modelidir:

q%=f(p), f <0, (talep fonksiyonu)

q°=9g(p), g >0, (arz fonksiyonu)

Q=0 (denge kosulu)

modelinde, talep “p = fiyat” degiskeninin azalan, arz “p”nin artan fonksiyonlaridir. Buradan.
talep fazlas1 fonksiyonu tanimlarsak:

h(p) = f(p) — g(p) (talep fazlas1 fonksiyonu)

yukaridaki varsayimlar altinda

h(p)=f(P)-g'(p) <0

olmasi gerektigini buluruz. Buna gore, talep fazlasi fonksiyonu fiyatin azalan bir fonksiyonu-

dur: fiyat arttik¢a talep fazlasi azalir.

iv. Basit bir makroekonomik model:

c=c(y’),0<c <1 (tiiketim fonksiyonu)

yd =y—t (harcanabilir gelir tanimi, y = milli gelir)
t=1t(y),0<c' <1 (vergi fonksiyonu)

verilmis olsun. Burada, MPC = harcanabilir gelire gére marjinal tiiketim egilimi = ¢’, varsa-
yim geregi pozitif olduguna gore tiiketim harcanabilir gelirin artan bir fonksiyonudur. Ama
MPC < 1 oldugundan, tiiketim fonksiyonunun egimi her noktada egimi bir olan dogrudan
daha azdir (asagidaki sekli inceleyiniz).

c egim =1

y’

Dolayist ile gibi tiiketim artig1 harcanabilir gelir artisindan azdir. Ayni sonug vergi fonksiyonu

i¢in de gegerlidir. t(y) fonksiyonunu y® taniminda yerine koyunca y® = y — t(y), buradan da
c=c(y—t(y)

elde edilir ve zincir kuraliyla

do_ o A=t _ gy
dy dy



elde edilecegini daha 6nce de goriistiik. Modelin varsayimlardan 0 <c¢’'<1ve0<(1-t)<1
olduguna gore 0 < dc/dy < 1 olmalidir: milli gelire gore marjinal tiiketim egilimi de (0, 1)
araligindadir.

1. Asagidaki fonksiyonlarin artan/azalan olduklar1 araliklar1 bulunuz:
iy=x°—2x

i, y=x3—x?

ii.y=x>+x*—x

iv.y=x>—x

2.q%=1/p (talep fonksiyonu)

o°=p/2 (arz fonksiyonu)
modelinde talep fazlasi fonksiyonunu bulunuz ve artan/azalan oldugunu belirleyiniz.

3.6 IKINCI TUREVIN ANLAMI: iCBU-
KEY VE DISBUKEY FONKSIYONLAR

Birinci tiirevin isaretine bakarak bir fonksiyonun artan/azalan ya da sabit oldugunu anliyoruz.
Benzer sekilde ikinci tiireve bakarak f'(x) tiirev fonksiyonunun artan/azalan ya da sabit oldu-
gunu anlariz. Oyleyse,

" > 0 ise, f'(x) artan bir fonksiyondur,
" = 0 ise '(x) sabit bir fonksiyondur,
f’ <0 ise f'(x) azalan bir fonksiyondur.

Burada yapmak istedigimiz f'(x) tiirev fonksiyonunun artan/azalan ya da sabit olmasinin f(x)
icin ne anlama geldigini arastirmaktir.

1. f" = 0 durumu: Once, daha kolay olan f’ = 0 durumunu ele alalim. Bu durumda ' = ¢ gibi
sabit bir fonksiyon olmalidir. Burada ii¢ durum s6z konusu olabilir:

i. Eger, f(X) = c =0 ise f(x) = c gibi sabit bir fonksiyondur.

y y

f(x) =c

/ f(x) = 0= F(x)

X X

1. Eger, f'(x) = m > 0 ise, f(x) sabit egimli artan bir fonksiyondur, yani pozitif egimli bir dog-
rudur: f(x) = a + mx dir.



y y
N
N f(x) = a+ mx
N
N
AN f(x)=m>0
- M(x)=a+ ax /vf”(x) =0
X X
_________ F(x)=a<0

iii. Eger, f'(x) = a < 0 ise f(x) sabit egimli azalan bir fonksiyondur: f(x) = a + ox dir.
Ornegin, f(x) =2 + 3x ise, f(x) = 3, f'(x) = 0 dur. fix) =2 — x ise, F'(x) =1, f" = 0 dur.
2. " # 0 durumu:

Simdi, f(x): D € R—R fonksiyonun bir X, € i¢D noktasi etrafinda ikinci mertebeden Taylor
acilimini yaparsak x, ve x arasinda kalan bir ¢ i¢in

) = () + /() (X — Xo) + %f”(c)(x Cx)=A+ %f”(c)(x o

elde ederiz. Burada A = f(X,) + f'(Xo) (X —X) X, noktasinda fonksiyona teget olan dogru
iizerindeki degerdir. Buna gore, (x — Xo)2 >0 oldugu icin, f(x) degeri

f’(c) > 0 ise X, daki teget dogrusunun iistiinde [f(x) > A]

f’(c) < 0 ise X, daki teget dogrusunun altinda [f(x) < A]
kalir. Dolayist ile bir € > 0 i¢in x € B(Xo, €), yani X, ve yakin civarinda, f’(x) > 0 oluyorsa
fonksiyon degerleri o civarda teget dogrunun iistiinde; f''(x) < 0 oluyorsa fonksiyon degerleri
o civarda teget dogrunun altinda kalir. Dikkat edilirse f'(x) in isaretinden bagimsiz olarak,
yani fonksiyon artan da, azalan da olsa, bu sonug gecerlidir. Asagidaki sekilleri inceleyiniz.

y f(x)

f(x)>0
f'(x) >0

“f(x) artan oranlarda artiyor”

Xo X



L1009 — , f(x)

i “f(x) azalan oranlarda artiyor”
F(x)>0
f”(x)é <0

Xo X

Yukaridaki sekiller her x igin f'(x) > 0 ve f’(x) in ayn1 isaretli (pozitif ya da negatif) oldugu
varsayimiyla ¢izilmistir. Dolayisi ile artan bir fonksiyon i¢in pozitif ikinci tiirev fonksiyon
degerlerinin artan oranlarda arttig1 anlamina gelir. Clinkii, artislar teget dogru iizerinde olsaydi
sabit olurdu, ama hep teget dogru iistiinde kalindigina gore, x arttiginda f(x) in degeri daha
fazla artmaktadir. Benzer sekilde, artan bir fonksiyon i¢in negatif ikinci tiirev fonksiyon de-
gerlerinin azalan oranlarda arttig1 anlamina gelir. Ciinkii, hep teget dogrunun altinda kalinarak
sabit artisa gore daha az artis olur.

Y
“f(x) azalan oranlarda azaliyor”
F(x)>0
f’'(x) >0
y=A
f(x)
f(x) \\
ko X X
Y
N A
f(x) “f(x) artan oranlarda azaliyor”
f(x)>0
f'(x) <0 f(x)
Xo X [ X




Yukaridaki sekiller her x igin f'(x) <0 ve f’(x) in ayn1 isaretli (pozitif ya da negatif) oldugu
varsayimiyla ¢izilmistir. Dolayisi ile azalan bir fonksiyon i¢in pozitif ikinci tiirev fonksiyon
degerlerinin azalan oranlarda azaldigi anlamina gelir. Clinkii, azalmalar teget dogru tizerinde
olsayd1 sabit olurdu, ama hep teget dogru iistiinde kalindigina gore, x arttifinda f(x) in degeri
daha az azalmaktadir. Benzer sekilde, azalan bir fonksiyon i¢in negatif ikinci tlirev fonksiyon
degerlerinin artan oranlarda azaldig1 anlamina gelir. Ciinkii, hep teget dogrunun altinda kali-
narak sabit artiga gore daha fazla azalis olur.

Dolayist ile ikinci tiirev bize Sekil 4.5°te gosterilen fonksiyonlari ayirt etme olanagi vermek-
tedir.

Tanim 4.6. icbiikey ve Digbiikey Fonksiyonlar

i. (icbiikey (concave) fonksiyonlar) f(x): [a, b] >R, f € C? ve her x € [a, b] i¢in £’(X) < 0 ise
f(x) i¢biikey bir fonksiyondur denir.

— X), gu <0

f(x), ¥ <0

\ X
Sekil 4.6. icbiikey Fonksiyonlar: g(x) ve f(x) icbiikeydir.

i. (Disbiikey (convex) fonksiyonlar) f(x): [a, b] >R, f € C® ve her x € [a, b] i¢in ’(x) > 0 ise
f(x) disbiikey bir fonksiyondur denir.

Y

9(x),9”" >0

f(x), f'(x) >0

X

Sekil 4.7. Disbiikey Fonksiyonlar: g(x) ve f(x) disbiikeydir.



Uyari: Goriildiigi gibi i¢biikey ve digbiikeylik tamamen ikinci tiirevle nitelenen 6zelliklerdir.
Birinci tiirevinin igareti ne olursa olsun bir fonksiyonun ikinci tiirevi negatifse fonksiyon ig-
biikey, pozitifse fonksiyon disbiikeydir. ikinci tiirevin sifir oldugu durumda fonksiyonun y =
a + mx bi¢iminde oldugunu biliyoruz ve fonksiyon hem digbiikey hem de igbiikey olarak ad-
dedilir.

Ornek 4.9.
i. f(x) = x* fonksiyonu disbiikeydir, ¢iinkii f = 2x ve f" =2 > 0 dur.

i.x>0iginy=1/x= x ! fonksiyonu digbiikeydir, ¢linkii y’ = X2 y' = 2x %> 0 dir. Fonksi-
yonun grafigi Sekil 4.7. deki f(x) in grafigi gibidir.

iii. X > 0 i¢in tanimlanan y = Inx ig¢biikey bir fonksiyondur, ¢iinkii y' = 1/xX ve 'y’ = ~1x* <0
dir.

iv. X > 0 i¢in y = \x icbiikeydir, ¢iinkii y’ = 0.5x °° ve y"’ = —0.25x > < 0 dur.

v.y=x isey’ = 3x% ve y" = 6x olur. Dolayisi ile
X <0i¢in y"’ <0 (fonksiyon i¢biikey),
x >0 i¢in y"" > 0 (fonksiyon digbiikey)
olur. Fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir:
Y

X3

Ikinci tiirevin sifir oldugu noktada fonksiyonun i¢biikeylikten disbiikeylige gectigine dikkat
ediniz.
v. (Azalan Getiriler) Daha 6nce tiirevlenebilir bir iiretim fonksiyonu i¢in
y=1f(L), f(L)>0
olmasi1 gerektigini gordiik. Ama, liretim fonksiyonu tanimlanirken genellikle
y =f(L), f(L) >0, f"(L) <0

bilgisi verilir. Buna gore tiretim fonksiyonu i¢gbiikey olmalidir. Bunun anlami da girdinin
(emegin) marjinal iiretkenligi pozitiftir, L arttiginda tiretim artar, ama ' < 0 oldugundan aza-
lan oranlarda artar. Bu da iktisatta “azalan getiriler” olarak bilinen durumun ifadesidir. Uretim
teorisinde i¢biikeylik “azalan getiriler” demektir. Bunu soyle ifade edebiliriz: marjinal iiriin



pozitiftir (iretim fonksiyonu artan bir fonksiyondur), ve azalan oranlarda artar (marjinal iiriin
(MP) azalan bir fonksiyondur).
y MP

f(L) f'<0

>0 /(L)
L L

vi. y = f(L), ' > 0 igbiikey bir tiretim fonksiyonu olsun. Fonksiyon monoton artan oldugu igin
ters fonksiyonu vardir: L =~ 1(y) yazabiliriz. f(L) bize her L i¢in ne kadar iiretim yapilabile-
cegini, f_l(y) ise bir tiretim miktarini yapabilmek i¢in gereken girdi miktarini gosterir. Simdi,
w = bir birim girdinin fiyati ({icret) olmak {izere

C(y) =wL = wf (y)

bize maliyet fonksiyonunu verir: bir y tiretim diizeyi i¢in C(y) kadar ticret 6denmelidir ki y Vi
iiretmek i¢in gerekli girdi saglanabilsin. Ters fonksiyon kuralindan (w > 0 bir sabittir):

, df * 1w
C'=W——=W—=—
dy ~dfof

dL

elde edilir. dC = C'dy yazarsak, buradan C’ niin bize tiretim miktarinda kii¢iik bir artigin ne
kadar maliyet artig1 yaratacagini gosterdigini goriiriiz ve bu nedenle C’ marjinal maliyet olarak
bilinir. Varsayim geregi ' > 0 olduguna gore, C’' > 0 dir, yani, iiretim artarsa maliyet artar.
Simdi, boliim kuralindan (w = sabit oldugunu unutmadan)

—wf"

(f°
elde edilir. Uretim fonksiyonu icbiikey varsayildigina gore '’ < 0, dolayis1 ile C”” > 0 olmali-
dir. Uretim fonksiyonun (girdide) icbiikey olmasinin maliyet fonksiyonu iizerinden ifadesi
maliyet fonksiyonun (¢1ktida) digbiikey olmasidir. Buna gore marjinal maliyet pozitiftir (ma-
liyet artan bir fonksiyondur), ve artan oranlarda artar (marjinal maliyet (MC) artan bir fonksi-
yondur).

C MC
C(y) C'(y)
CH > 0

C'>0

Bu sekilleri bir 6nceki 6rnekteki sekillerle karsilastiriz. Ornegin, y = f(L) =L, ¥ >0, f’ <0
sartlarin1 saglayan (igbiikey) bir liretim fonksiyonudur. Burada, girdi gereksinim fonksiyonu L
=fl(y) = y* ters fonksiyonudur. O halde, (w = {icret olmak iizere)

C=wL =wy’



fonksiyonu f(L) = VL iiretim fonksiyonuna kars: gelen maliyet fonksiyonudur ve disbiikeydir.
Clinki,

C’ =2wy (marjinal maliyet fonksiyonu)

C"'=2w>0

olmak {izere marjinal maliyet iiretimde artan bir fonksiyondur. Bu 6rnekteki fonksiyonlari
cizerek inceleyiniz.
1. Asagidaki fonksiyonlarin i¢biikey/digbiikey olduklari araliklar: bulunuz:

iy =—x*+x%° i,y = x2 + 1/x i,y = %3+ X2 iv.y = (x— 1)°
v.y=(1-x)" viiy=L?® L>0  vii.y=25L-1%0<L<5

3. “f(x) fonksiyonu ancak ve ancak —f(x) fonksiyonu icbiikeyse, disbiikeydir.” Ispatlaymiz.

4. f(x) ve g(x) ayni aralik iizerinde i¢biikey (digbiikey) fonksiyonlar ise her a >0 ve >0
sayist i¢in h(x) = af(x) + Bf(x) fonksiyonunun da i¢biikey (digbiikey) oldugunu ispatlayiniz.



