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MATEMATIKSEL iKTIiSAT

Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

@ Limit ve streklilik kavramlarint a¢iklayarak, fonksiyonlarin limitlerini bulabi-
lecek,

@ Turevin matematiksel ve iktisadi anlamini aciklayarak, fonksiyonlarin tirev-
lerini alabilecek,

@ Marjinal kavramini aciklayabilecek,

@ Tiurevi iktisadi analize uygulayabilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Limit e ichbiikey ve disbiikey fonksiyon
o Sureklilik e Marjinal fonksiyon

e Degisim orani e Esneklik

e Tirev e Marjinal tiiketim egilimi

e Artan ve azalan fonksiyon e Marjinal tasarruf egilimi

e Monoton fonksiyon




TUREV VE iKTiSADi ANALIiZ

Matematikteki tirev kavram, iktisadi analizde cok 6nemli bir yer isgal etmektedir.
Bircok iktisadi kavram, ancak tirev yardimiyla ifade edilebilmektedir. Bu nedenle
tirev kavrami, iktisadi analizleri matematik yardimiyla yapabilmemiz icin 6nemli
bir ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Tktisatcilarin cevap aradiklart bircok soru,
aslinda tiirev kavramu ile ifade edilebilecek niteliktedir. Asagida iktisat literattirtin-
de karsilastigimiz bazit sorular siralanmustir:

e Acaba bir yil daha fazla okula gitmenin bireylerin ortalama tcretlerine etki-

si ne kadardir?

e Bir malin fiyatindaki 1 liralik artis, mala olan talebi ne kadar azaltacaktur?

e Doviz kurlarindaki 1 kurusluk artis, net ihracati ne yonde ve hangi miktar-

da degistirecektir?

e Uretim miktarindaki bir birimlik artis, toplam maliyetleri ne kadar artiracakiir?

e Vergi oranindaki %1’lik bir artis, vergi hasilasini artiracak midir, yoksa azal-

tacak midir?

Biitiin bu sorular, matematikteki tiirev kavramina karsilik gelmektedir. Ayrica,
iktisatta cok sik kullanilan analiz yontemlerinden biri olan “karsilastirmalr statik
analiz”in gerceklestirilebilmesi icin, tiirev kavramina ihtiyacimiz vardir.

Bu boliimde tek degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri ele alinacaktir. Oncelikle,
tirev kavramint anlayabilmemiz icin gerekli olan limit ve streklilik kavramlarini
gorecegiz. Bu kavramlardan yararlanarak tiirevin anlamini ve tiirev alma kurallari-
nt Orneklerle ele alacagiz. Her 6rnegin adim adim tekrar edilmesi, materyalin an-
lasilmasi icin 6nemlidir. Daha sonra tiirevin iktisattaki bazt kullanim alanlarindan
ornekler verecegiz. Tirevin kullanimina 6rnek olarak sirastyla, marjinal fonksiyon-
lari, esnekligi ve tiiketim ve tasarruf konularini ele alacagiz.

LiIMIiT VE SUREKLILIK

Limit ve streklilik kavramlari, nispeten soyut kavramlar olmakla birlikte matema-
tiksel analiz icin oldukca ®énemlidir. Iktisat alaninda en fazla kullanilan matematik-
sel araclardan biri olan tirevin anlasilabilmesi icin, oncelikle limit ve streklilik
kavramlarint bilmemiz gerekir. Tirevi tanimlayabilmemiz icin limit kavramini bil-
memiz gereklidir. Ayrica bu bolimde gorecegimiz gibi, bir fonksiyonun tirevinin
mevcut olabilmesi icin gerekli ilk kosul, stirekli olmasidir. Stireklilik ise ancak limit
kavrami yardimiyla belirlenebilecek bir 6zelliktir.
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Limit: Bir fonksiyonun
bagimsiz degiskeni belli bir
degere yaklasirken
fonksiyonun yaklastigi
degerdir.

Limit Kavrami

Limit, bir fonksiyonun bagimsiz degiskeni belli bir degere yaklasirken, fonksiyo-
nun yaklastigr degeri gosterir. y = f (x) gibi bir fonksiyonu ele alalim. Bu fonksi-
yonda x degiskeni a gibi bir degere yaklasirken y’nin yaklastigi deger limit kavra-
mu ile ifade edilir ve asagidaki gibi gosterilir:

lim f(x)=L

X—a

Bu ifade “x, a’ya giderken (yaklasirken) fonksiyonun limiti L'dir” seklin-
de okunur. Bu ve bundan sonraki bolimlerde x gibi bir degiskenin a gibi bir de-
gere yaklastigini ifade etmek icin, zaman zaman “x — a” gosterimini kullanacagiz.
Limit kavramint distintirken xin a’ya yaklastigini fakat asla a degerini almadigint
ve I'nin sonlu bir degeri ifade etttigini unutmamaliyiz. L = % e ise bu fonksiyonun
limiti yoktur.

@

Eger bir fonksiyonun sagdan
ve soldan limitleri mevcut ve
birbirlerine esit ise bu
fonksiyonun limiti vardir.

lim f(x)= =00 ise bu fonksiyonun limiti yoktur.
X—a

Burada x degiskeni a degerine, a’dan daha kiuiciik veya daha buytik degerler-
den yaklasabilir. Eger x a’ya kiiciik degerlerden yaklasiyorsa “x a’ya soldan yakla-
styor” deriz. Benzer sekilde, x a'ya a'dan blyik degerlerden yaklasiyorsa “x a’ya
sagdan yaklasiyor” deriz. xXin a’ya sagdan veya soldan yaklasmasina gore sagdan
limit ve soldan limit kavramlar: tanimlanmaktadir.

Sagdan ve soldan limitler

Sagdan Limit

Bir / (x) fonksiyonunun, x a’ya yaklasirken sagdan limiti x
aya, adan daha buytk degerlerden yaklasirken fonksiyo-
nun yaklastigi degerdir ve asagidaki gibi gosterilir:

~

lim f(x)=1L
x—>a+
Soldan Limit
Bir f (x) fonksiyonunun, x a’ya yaklasirken soldan limiti x

aya, adan kicik degerlerden yaklasirken fonksiyonun yak-

lastig1 degerdir ve asagidaki gibi gosterilir:

Bir fonksiyonun a
noktasinda sagdan ve
soldan limitleri mevcut olsa
bile, bu limitler birbirlerine
esit degilse bu fonksiyonun
anoktasinda limiti yoktur.

lim f(x)=L

x—a

Sagdan ve soldan limitleri ifade ederken a’nin tizerindeki isaretlere dikkat edi-

«

niz. “+” isareti sagdan limiti gosterirken, isareti soldan limiti gdstermektedir.
Eger bir fonksiyonun sagdan ve soldan limitleri mevcut ve birbirlerine esit ise bu
fonksiyonun limiti vardir. Bu durumda sagdan ve soldan limitler seklinde ifade et-
meye gerek yoktur ve “+”/“~” isaretlerini kullanmadan sadece fonksiyonun limitin-
den bahsedebiliriz. Bir fonksiyonun bir a noktasinda sagdan ve soldan limitleri meuv-
cut olsa bile, bu limitler birbirlerine esit degilse bu fonksiyonun a noktasinda limiti

yoktur. Boyle bir fonksiyon Sekil 1.1’de gosterilmistir. Sekilde x, a’ya soldan yakla-
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sirken fonksiyon L;'e yaklasmaktadir. x, a'ya sagdan yaklasirken fonksiyon L,’ye
yaklasmaktadir. Gortildigi gibi sagdan ve soldan limitler birbirlerinden farklidir:

lim f(x)=L = lim f(x)=L,

xX—a xX—a

Bir Fonksiyonun Limitinin Bulunmasi

Bir y = f (x) fonksiyonunun x a'ya yaklasirken limitini bulmak icin x'e, soldan ve
sagdan a'ya yaklasan degerler vererek ynin hangi degere yaklastigina bakmamiz
gerekir. Ornegin y = &% fonsiyonunun, x 2'ye yaklasirken limitini bulmaya calisa-
lim. Once x 2'ye soldan yaklasirken fonksiyonun hangi degere yaklastuginda baka-
lim. x’e, 2’ye soldan yaklasan degerler verdigimizde fonksiyonun degerinin 4’e
yaklastigini gdrmekteyiz. Bu durum Tablo 1.1’in ilk iki stitununda gorilmektedir.
Ayni sekilde x'e 2’ye sagdan yaklasan degerler verdigimizde, fonksiyonun degeri-
nin yine 4’e yaklastigini gbrmekteyiz. Bu durum ise tablonun son iki stitinunda
gorilmektedir. Her iki limit de ayni oldugu icin bu fonksiyonun limitini asagidaki
gibi yazariz:

lim x> = lim x> =4 = limx*>=4
x—2" x—2" x—2
X y = x? X y = x?
| | 3 9
1,5 2,25 2,5 6,25
1,8 3,24 2,2 4,84
1,9 3,61 2,1 44|
1,99 3,9601 2,01 4,0401
1,999 3,996001 2,001 4,004001
lim x* =4 lim x> =4
x—2" x—2"

Limitin Ozellikleri
Herhangi bir fonksiyonun limitini bulurken limit ile ilgili asagidaki 6zellikler isimi-
zi kolaylastiracaktir:

L1: limc=c
X—a

Ornek: lim5=5
x—2

L2: limx=a
X—a

Ornek: lim x=0

x—0

Tablo 1.1
Sagdan ve Soldan
Limit
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L3: lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)
xX—a X—da xX—a
Ornek: lim [x% 4+ 3x|= lim x> + lim 3x =4+ 6 =10
x—2 x—2 x—2
Ld: lim [ f(x)-g(x)] = lim f(x)- lim g(x)
X—a X—a X—d
2 2
Ornek: lim | = 3x| = Tim 2= lim 3x = 2.6 =12
x—2 x—2 x—2 2
L5: lim ¢ f(x)=c-lim f(x)
X—a X—da
2 2
Ornek: lim5-2— =5.lim>-=5.2=10

x—2 2 x—2 2

S lmfG)

L6: =44 lim g(x)=0
XxX—a g(x) hm g(x) x—a
X—a
) lim 2x?
Ornek: lim 2x = X232 = 8
x—214+x  lim (1+x) 3
x—2
n n
L7: lim [f(x)]" = lim f(x)
xXxX—a xX—a
P 2 2
Ornek: lim |x*| =|lim x*| =42 =16
x—2 x—2
LS: lim & £(x) = o lim f(x)
xX—a X—da
Ornek: lim x = [lim3x =9 =3
x*)
. lim f(x)
L9: lim |¢/ ) | = cb—e
x—a
. lim \3x
Ornek: lim [2V3% [ =2l 203 g
x—3
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Yukaridaki 6zelliklerin kullanimina bir 6rnek olmasi amaciyla, asagidaki fonk-
siyonun x 1’e yaklasirken limitini bulmaya calisalim:

2
fl) = /x +2x—1
X

2 B 2 _
lim \/LM: \/ i [ X2 2x—1 (Kural L8)
x—1 X x—1 X
lim x? +2 lim x — 1
= |x=l ol (Kural L3, L4 ve L6)
lim x
x—1
N il R
1
Sireklilik

Bir fonksiyonun limiti mevcut ise ve bu limit fonksiyonun degerine esit ise o fonk-
siyon “stirekli” bir fonksiyondur. Stireklilik 6zelligi asagidaki gibi tanimlanir:

Bir /(%) fonksiyonu

1. anoktasinda tanimlt ise, yani /(&) mevcut ise

2. anoktasinda limiti var ise:

lim f(x)= lim f(x)=1L

x—a® x—a

3. ve bu limit, fonksiyonun s noktasindaki degerine esit ise

lim f(x) = L= f(a)

/(0 fonksiyonu a noktasinda stireklidir.
Asagidaki fonksiyonu ele alalim:

)=~

X

Bu fonksiyon stirekli degildir. Clinkt fonksiyon x = 0 noktasinda tanimli degil-
dir. Dolayisiyla strekliligin birinci kosulunu saglamamaktadir. Bu fonksiyonun
grafigi Sekil 1.2’deki (a) panelinde gorilmektedir. Stirekli fonksiyonlarin grafikleri
de strekli olur. Eger bir fonksiyonun grafigini cizdigimizde, kesintiler veya sicra-
malar goriiyorsak bu fonksiyon stirekli degildir. Sekil 1.2’de (b) panelindeki fonk-
siyon stirekli bir fonksiyondur. Buna karsilik Sekil 1.1’deki ve Sekil 1.2°de (a) ve
(©) panellerindeki fonksiyonlar ise stirekli degildir.
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Stirekli (b) ve
Stireksiz (a,c)
Fonksiyonlar

N

> X > X

(2) (b) (c)

A
\J
X

Tiirev, birbirleriyle iligkili iki
degiskenden biri artarken
diger degiskenin nasil
degisecegini gosterir.

Degisim orani, fonksiyonun
degerindeki degisimin
bagimsiz degiskendeki
degisime oranidir.

TUREV

Iktisat¢ilarin arastirdiklart sorularin cogu, iliskili iki degiskenden birinin degeri ar-
tarken digerinin degerinin hangi yonde ve ne kadar degisecegi ile ilgilidir. Bu so-
rulardan bir kacint 6rnek olmast amaciyla siralayabiliriz:

e Acaba bir yil daha fazla okula gitmenin bireylerin ortalama tcretlerine etki-

si ne kadardir?

e Bir malin fiyatindaki 1 liralik artis, mala olan talebi ne kadar azaltacaktir?

e Doviz kurlarindaki 1 kurusluk artis, net ihracati ne yonde ve hangi miktar-

da degistirecektir?

e Uretim miktarindaki bir birimlik artis, toplam maliyetleri ne kadar artiracaktir?

e Vergi oranindaki %1’lik bir artis, vergi hasilasini artiracak midir, yoksa azal-

tacak mudur?

iktisat gibi diger biitiin bilim dallari, benzer sorularla doludur. Biitiin bu soru-
lara matematikteki tiirev kavrami yardimiyla cevap bulunabilir.

Turev, birbirleriyle iliskili iki degiskenden biri artarken diger degiskenin nasil
degisecegini gosterir. Bir y = f(x) fonksiyonunu ele alirsak bu fonksiyonun her-
hangi bir x, noktasindaki tiirevi, x degiskeninin x, noktasindan ¢ok kiiciik bir de-
gisimin y'yi nasil degistirecegini gosterir. Turevi anlayabilmek icin 6ncelikle degi-
sim orani kavramindan hareket etmek gerekir.

Degisimi Orani ve Tiirev
Bir y = f(x) fonksiyonunun degisim orani veya egimi, y degiskenindeki degisi-
min x degiskenindeki degisime orani olarak ifade edilir:

Degisim orani = f(xo—i—Ax)—f(xO) _SOD T _ nmv Ay

Ax X — X, X; =X, Ax

Eger f(x) dogrusal bir fonksiyon ise degisim oranit Ax’in buitiin degerlerinde ay-
nidir. Dogrusal olmayan bir fonksiyonda ise degisim orani farkli degerler alacak-
tur. Bunu Sekil 1.3’te gorebiliriz. Sekilde x'in degeri xydan x3'e degistiginde, degi-
sim orant AD dogrusunun egimine esittir: /'(x3) — () / x5 — x,. Aynt sekilde x,
Xy'dan x,'ye degistiginde, degisim oran1 AC dogrusunun egimine esit olacaktir. Se-
kilde ac¢ikca gorildugi gibi, her iki dogrunun egimi birbirlerinden farklidir. x’deki
degisim miktari azaldik¢a, yani Ax kiictildiikce, degisim orani da KL dogrusunun
egimine yaklasacaktir.
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KL dogrusu fonksiyona, x = x, noktasinda “te-
get’tir. Bu dogrunun egimi y = f (x) fonksiyonu-
nun x = x, noktasindaki tiirevini verir ve x'in x;
baslangic noktasindan sifira yakin bir miktarda
degistiginde, y'nin nasil degisecegini gosterir. Ti- 4 L
rev matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanir:

D Dy L) 7
dx  Ax—0AX  Ax—0 Ax

Bu ifadeden hareketle y = f(x) fonksiyonunun
turevi, “Ax sifira yaklasirken fonksiyonun degisim

Dogrusal olmayan bir fonksiyonun degisim orani

D
y=f(x)

orant’ olarak da tanimlanabilir. Turevi ifade et- 0
mek icin cesitli gosterimler kullanilmaktadir. Asa- \
gidakilerin hepsi tirevi ifade etmektedir:

Xp X X2

o e e T T TR

Y

dy _d ,
—=—[f@]=r'x

X

Bu bolimde, yukaridaki her ti¢ gosterim sekliyle de karsilasacaksiniz. Bu gos-
terimlere asinalik kazanmaniz, ilgili materyali anlayabilmeniz acisindan 6nemlidir.

Tiirevin tanimindan hareketle, y = 3x + 2x% foksiyonunun tiirevini bulalim. Bu-
nun icin X'in herhangi bir x, degerinden x; degerine degistigini diistinerek fonk-
siyonun degisim oranini yazalim:

) 3(+ )+ 25+ A |=|3(3) + 2(sp

Ax Ax Ax

&:f(xo+Ax>_f(xo)_

Yukanidaki ifadede, fonksiyonda sirasiyla x, ve x, + Ax degerlerini yerine koy-
duk. Burada x;, + Ax degerinin, x'in degisimden sonraki degerine, yani x;’e esit ol-
duguna dikkat ediniz. Degisim oraninin payinda yer alan ifadeyi genisletip diizen-
leyelim:

Ay 3(x0+Ax)+2(x§+2xOAx+Ax2)}— 3(x0)+2(x0)2
Ax Ax
3] +30x + 26 +axAr 2007 - 3] - 240
- Ax
30+ dxpAx + 2Ax7
Ax

En son ifadedeki boliim islemini yaparsak degisim oranini asagidaki sekilde el-
de ederiz:

Ay
E=3+4XO+ZAX

Bir y= f(x) fonksiyonunun
X=X, noktasindaki tirevi,
bu noktadan gecen tegetin
egimine esittir.
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Bu degisim oraninin Ax — 0 icin limitini alirsak, fonksiyonun x;, noktasindaki
ttirevini elde ederiz:

dy . Ay .
—= lim —== lim (3+4+4x,+2Ax)=3+4x
dx  Ax—0 Ax A)Ho( 0 ) 0

Bir fonksiyonun tiirevi, yine Buldugumuz bu tirev degeri, x;, noktasindaki tegetin egimine esittir ve baslan-

bir fonksiyondur. gi¢c degerine bagli olarak degisecektir. Bunun nedeni fonksiyonun dogrusal olma-
masidir. Diger bir ifade ile, dogrusal olmayan bir fonksiyonun tiirevi bir sabit de-
gil, yine bir fonksiyon olacaktir. Dolayisiyla tiirev “tlretilmis bir fonksiyondur.”

Tirevi Alinabilir Fonksiyonlar

Siirekli fakat tiirevi ahmamayan bir Her foksiyonun tirevi alinabilir mi? Bu sonun cevabit “hayir”
Jonksiyon olacaktir. Bir fonksiyonun tiirevinin alinabilmesi icin, iki kosu-
y lu saglamast gerekir: (1) siirekli olmasi, (2) keskin koselere sa-

0 hip olmamasi. Fonksiyonlarin stirekliligini limit konusunda ele

almistik. Koseli fonksiyonlara bir érnek olarak, y = | x | fonksi-
y=Ix| yonunu ele alalim. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 1.4’te goril-
mektedir.

Sekil 1.4’deki fonksiyon stirekli olmasina ragmen, x = 0 nok-
tasinda bir koseye sahiptir. Bu nedenle fonksiyonun bu nokta-
da tlrevi alinamaz. Bunu gormek icin degisim oraninin, x sifira

< =

0
K / yaklasirken soldan ve sagdan limitlerini alalim:
Bir fonksiyonun tiirevinin lim & = lim w = lim M = lim —-1=-1
alinabilmesi igin, siirekli Aro0- AX A0~ Ax Arm0- DAY Av0m

olmasi ve keskin koselere

sahip olmamas! gerekir. lim QZ lim |0+AX|—|0|: lim |AX|: m 1—1

Ax—0" Ax—0" Ax Ax—0" Ax—0"

Gortldigu gibi soldan ve sagdan limitler birbirine esit degildir. Dolayistyla, si-
rekli olmasina ragmen, bu fonksiyonun tiirevi alinamaz.

Tiirevin Anlami
Bir fonksiyonun tiirevi, bize fonksiyon hakkinda ne gibi bilgiler verir? Bu soruya
bir cevap aramadan 6nce, fonksiyonun belli bir noktadaki tiirevinin nasil buluna-
cagini gorelim.,

Bir fonksiyonun tiirevinin x;, gibi belli bir noktadaki degerini, x,, degerini tiirev
ifadesinde yerine koyarak bulabiliriz. Bunun icin asagidaki gosterimlerden her-
bangi birini kullaniriz:

i

/
dx veya f (x())

x:xo

Ornegin y = 3 + 2x% foksiyonunun tiirevinin X, = 2 noktasindaki degeri,

Y
X

=3+42)=11 veya f'(2)=3+4(2)=11

x=2

olarak bulunur. Buldugumuz 11 degeri, x = 2 noktasinda fonksiyona teget olan
dogrunun egimidir.
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Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tiirevi, fonksiyonun o noktada artan
mi, yoksa azalan mi oldugunu gosterir. Fonksiyonun bir noktadaki tirevi pozitif
ise, fonksiyon o noktada artandir. Yani x arttiginda fonksiyonun degeri de artmak-
tadadir. Fonksiyonun bir noktadaki tiirevi negatif ise fonksiyon bu noktada azalan-
dir. Yani x artuiginda fonksiyonun degeri azalmaktadir. Bir fonksiyonun tiirevi ta-
nimli oldugu aralikta strekli pozitif ise bu fonksiyona artan fonksiyon ad: veri-
lir. Bir fonksiyonun tiirevi tanimli oldugu aralikta strekli azalan ise bu fonksiyona
azalan fonksiyon adi verilir. Artan veya azalan fonksiyonlar, genel olarak mono-
ton fonksiyon olarak adlandirilir.

Butin fonksiyonlar monoton fonksiyon degildir. Bircok dogrusal olmayan
fonksiyon, tanimlt oldugu araliktaki bazi yerlerde artan bir fonksiyon iken, bazi
yerlerde azalan bir fonksiyondur. Yukarida aciklandigt gibi, fonksiyonun nerede
artan, nerede azalan bir fonksiyon oldugunu fonksiyonun o noktadaki tirevinin
isaretine bakarak anlayabiliriz. Fonksiyonun artarken azalmaya déndiigii veya
azalirken artmaya déndiigti noktalarda, fonksiyonun tirevi sifirdir. Bu noktalar-
da fonksiyona teget olan dogrunun egimi sifirdir, yani yatay eksene paraleldir.

TUREV ALMA KURALLARI

Fonksiyonlarin tirevlerini alirken her zaman degisim oraninin limitini almakla ug-
rasmamiza gerek yoktur. Bunun yerine kisa yoldan tirev almak icin gelistirilmis
kurallart uygulariz. Asagida y = f(x) seklindeki bir fonksiyonun tirevini alirken
kullanilacak kurallar verilmistir.

Sabit Fonksiyon Kurah

k bir sabit ise, y = k gibi bir sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir: /' (x) = 0. Ornegin
y = 3/5 fonksiyonunun tiirevi /' (x) = 0 olacaktir. Bununla birlikte g (x) = k- (%)
gibi bir fonksiyonun tiirevi ise g (x) = k- f (x) olarak elde edilir.

Kuvvet Fonksiyonu Kurali

y = x® gibi bir fonksiyonun tiirevini almak icin, fonksiyon x'in kuvveti olan 7 ile
carpilir ve x'in kuvvetinden bir ¢cikarilir: f(x) = kx*1. Bunu birka¢ drnek yardimi
ile gorelim:

3 éﬂ:?;xz

:x’
7 dx
dy 3 o1 3
y:x3/4, =4 2y 4
dx 4 4

Kuvvet fonksiyonu kurali, ¢ ve k gibi iki sabit icin, y = cx*® gibi daha genel bir
fonksiyonun tirevinin alinmasinda da kullanilabilir. Boyle bir fonksiyonun tiirevi
[ (%) = cka®1 olacaktr. Bu kurali kullanarak asagidaki tiirevleri elde edelim:

yzixz, :>i é)c2 :§2x
4 dx |4 4
:}i(sxl/z)zgxil/zzi

dx 2x

==x
2

y=5\/;=5x1/2,

Bir fonksiyonun herhangi bir
noktadaki tiirevi pozitif ise
fonksiyon o noktada
artandir. Bir fonksiyonun
herhangi bir noktadaki
tiirevi negatif ise fonksiyon
bu noktada azalandir.

Artan veya azalan
fonksiyonlar, monoton
fonksiyon olarak
adlandinlir.

Bir fonksiyonun, artarken
azalmaya dondiigii veya
azalirken artmaya dondiigi
noktalarda, fonksiyonun
tirevi sifirdir.
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Toplam Kurali
S0 ve g (x) gibi, tiirevi alinabilir iki fonksiyonun toplamlarmin tiirevi, fonksiyon-
larin ayri ayr tirevlerinin toplamina esittir:

L0+ 8] = <[ 0] 2 g0] = 00 £ ¢')

Bu kurali kullanarak, y = 4% + \/; gibi bir fonksiyonun tiirevi,

4
X

4x3—|—\/;

_d(, 3\, d a2, |
_dx(4x )+d (\/;)—IZx +

X 2wx

olarak elde edilir. Ayn1 sekilde, y = 2x° — 4x73 + 3x— 15 6fonksiyonunun tiirevi ise
asagidaki gibi bulunur:

dl, s -3 _d(ys\ d(, 3\, d d
E[Zx —4x —|—3x—15]—a(2x )—E(4x )+E(3x>—a(15>
=10x* +12x % +3

Carpim Kurali
Iki fonksiyonun carpimi olarak yazilabilen bir fonksiyonun tiirevini alirken asagi-
daki kural kullanilir:

L[] = g0 <[ 1]+ £ <[] = 801700+ £

Burada, f(x) ve g (x)'in her ikisinin de x’in birer fonksiyonu olduklarina dikkat
ediniz. Bu kurali kullanarak y = (2x + 3x%) &3 gibi bir fonksiyonun tiirevini asagi-
daki gibi aliriz:

d

= x3i(2x+3x2)+(2x+3x2)i(x3)
x dx dx

(2x + ?,xz)x3

:x3(2+6x)+

2x + 3x2 ) 3x2
=2y + 6x* + 6x° + 9x*

=8x7 +15x%

Boliim Kural
[ ve g (x) gibi iki fonksiyonun bolimintin tirevini almak icin, asagidaki kural

uygulanir:
d d
d[ 1] _ 89 GO 10 1 180] o) - rg')
x| &) [ [0’
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Ornegin,

_ 2x+3
_1 >
+x

fonksiyonunun tirevi asagidaki gibi bulunur:

d(2x+3 _(H—xz)%(bc—i—3)—(2x+3>%(1+x2)
dv 14a2) (l—i—xz)z
(1+x2)2—(2x+3>2x 2t 2x? —ax? — 6x
: (1+x2)2 - 1+2x2+x4
C2-2x% —6x
et

Zincir Kurah

f(g () gibi bir bileske fonksiyonun tiirevi ' (x) = £ (g (x)) g' (%) olarak elde edi-
lir. Zincir kuralr adi verilen bu yontemde, énce dis fonksiyonun tiirevi alinir ve
i¢c fonksiyonun tiirevi ile carpilir. Zincir kuralini asagidaki gibi ifade edebiliriz:

y=f(2,z=g = y=f(g ),

b b ) |
dx  dz dx veya f () = f (g (0) g' (0

Ornek olarak, y = 2(3x + 2)3 fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon f (g (x)) =
2(g ()3 ve g (x) = 3x% + 2x seklinde yazlabilir. Bu fonksiyonun tiirevi zincir ku-
rali yardimu ile,

S0 =f(g) g
= 6322 + 222 6x + 2

olarak bulunur.

Zincir kuralini uygularken en 6nemli nokta herhangi bir fonksiyonu bileske
fonksiyon olarak yazabilmektir. Ornegin, y = 3y2+ 4x3 — 2x? fonksiyonunu ele
alalim. Bu fonksiyonu y = f(z) = 3\/6 ,z=g (0 =2+ 4x3 — 2x2 seklinde iki

fonksiyon hilinde yazabilir ve zincir kuralint uygulayabiliriz:

dy dydz |d d( 3 2)
D_DE DL (24463 -2
dz  dz dv [dz \/;][dx e

_ [%Z—l/z](lzxz - 4x) _ %(2 4 — 2x2)1/2 (12x2 - 4x)
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SIRA SiZDE u

7

Ustel Fonksiyon Kurali
y = €™ seklindeki bir tstel fonksiyonun tiirevini alirken asagidaki kural uygulanir.

i (enx) — nenx
dx

Ornegin, y = e3* fonksiyonunun tiirevi, £ (x) = 3e3* olarak bulunur. Ustel fonk-
siyon kuralini, zincir kuralt yardimiyla genellestirebiliriz. Bir g (x) fonksiyonu icin,
[ (%) = 8™ fonksiyonun tiirevi,

i(egm) _ o/(x)ef™)
dx

seklinde elde edilir. Ornegin f(x) = o5 -2x fonksiyonunun tiirevi £ (x) = (10x —
2)e%™=2x folarak bulur. Jf(x) = Rk gibi bir fonksiyonun tiirevi ise /' (x) = B - 1n k
olarak yazilir.

y= 32"2 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
Logaritmik Fonksiyon Kurali

» = 1n x gibi logaritmik bir fonksiyonunun tiirevi asagidaki gibidir:

L inx)=1

dx X

[ 1n g (x) gibi bir fonksiyonun tiirevi, logaritmik fonksiyon kurali ve zincir
kuralt uygulanarak bulunabilir:

d 1,
—-(Ing(0)= W

Ornegin f(x) = 1n (3x% + 2x) fonksiyonunun tiirevi,

1
2—(6x +2)
3x“ +2x

f0)=

olarak bulur.

Logaritmik fonksiyon kurali siklikla, bir degiskenin bliiyime oranini bulmak
icin kullanilir. Bir p = f(x) fonskiyonunun “anlik bityiime orani” asagidaki gibi
tanimlanir:

o B/ _ 10
g y S(x)

Bu ifadenin logaritmik fonksiyonun tirevine karsilik geldigine dikkat ediniz.
Buylme orani zaman ile ilgili bir kavram oldugu icin, genellikle bagimsiz degis-
ken olarak x yerine, zamani ifade eden ¢ kullanilir. Yukaridaki biiyime orani ifa-
desinin logaritmik fonksiyonun tirevine karsilik geldigine dikkat ediniz. Fonksi-
yonu y = f(#) olarak yazarsak ynin anlik biiyiime orani asagidaki gibi yazilir:
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'
f(@®

g, =< {in1(0] =

Biiylime oranini niifus érnegini kullanarak aciklayalim. Ulke niifusunu “N”ile
gosterirsek niifusun zaman icerisindeki artisini asagidaki gibi bir fonksiyon ile gos-
terebiliriz:

N= [Voerl‘

Bu fonksiyonda N, > 0 ve »> 0 birer sabit, ¢ ise zaman degiskenini gostermek-
tedir. Nufus artis oranint bulmak icin, yukaridaki biiyiime orani formiiliindeki her
iki ifadeyi de kullanabiliriz. Once normal tiirevi kullanarak bulalim. Buna gére nii-
fus artis oran1 gy = N'/N olacaktir:

N’zNOre"
v s
N %/

&N

Simdi de niifus artis oranini logaritmik formdl yardimiyla bulalim. Bunun icin
oncelikle fonksiyonun logaritmasi alalim. Daha sonra ise logaritmik fonksiyonun
tirevini alalim:

InN = 111(Noert)

d
gn = E[ln(Noert)

Zﬁ%r/:r

Goruldugt gibi, her iki yontemle buldugumuz niifus artis orani aynidir ve rye
esittir. Sayisal bir 6rnek olarak, y = 1292/ fonksiyonunu ele alalim ve y degiske-
ninin bliiyiime oranint bulalim:

Iny= ln(IZeO’Ozt)

d

12(0,02)e"%% = 0,02
dl‘ 1260,02t

Bir tilkenin gayrisafi yurtici hasilasini Y (9 ile, niifusunu da N () ile gosterelim.
Her ikisi de zamanin bir fonksiyonu olsun. Kisi basina gayrisafi yurtici hasila, top-
lam gayrisafi yurtici hasilanin tlke niifusuna bolinmesiyle elde edilir:

Y(@)
() =—
N(1)
Kisi basina gayrisafi yurtici hasilanin biiytime oranini bulmak icin, 6nce y(#’nin
logaritmasini alir, daha sonra da ttrevini aliriz:
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Iny(t) = ln[% =InY(t)—In N(¢)
g, = {iny(0)
_4 _4 _ Y@ N@
- [In¥(s)] . [In N (5)| Yo N

Y (®'nin biiylime oranini g ile, N (#’nin biiylime oranini ise g, ile gosterirsek
kisi basina gayrisafi yurtici hasilanin biiytime orani, gy = gy— gy olarak bulunacak-
ur. Ornegin gayrisafi yurtici hasila yillik %4, niifus ise yillik %0,05 oraninda biiyt-
yorsa, kisi bagina gayrisafi yurtici hasila gy = 0,04 — 0, 005 = 0,035, yani yillik %3,5
oraninda buytyecektir.

Trigonometrik Fonksiyon Kurali
Temel trigonometrik fonksiyonlarin tiirevleri asagidaki gibi elde edilir:

d . d .
—sinx = cosx ve —Ccosx = —sinx
dx dx

Kapali Foksiyon Kurali

Buraya kadar yaptigimiz tirev alma islemlerinde hep, y = f(x) seklindeki fonksi-
yonlarin tirevlerini bulduk. iktisatta bircok iliski kapali fonksiyonlar seklinde ifa-
de edilir. Ornegin, farksizlik egrileri ve es iiriin egrileri bunlardan bazilaridir. Her-
hangi bir y = f(x) fonksiyonunu, F (y, x) = y— f(x) = 0 seklinde bir kapali fonk-
siyon olarak yazabiliriz. Boyle bir kapali fonksiyonun tiirevini nasil aliriz? Bunun
bir yolu, fonksiyonu tekrar normal formunda, y = f(x) seklinde ifade etmektir.
Ornegin, F(x, ) = y— 423 + 5x% — 4x = 0 fonksiyonunu y degiskeni icin ¢oziip
y = 4x° — 5x% + 4x seklinde yazabilir, daha sonra da tiirevini alabiliriz. Fakat bu
her zaman miimkiin olmayabilir. Ornek olarak asagidaki fonksiyonu ele alalim:

F(, 0= +x2xy=0

Bu fonksiyonu y cinsinde ¢ozerek y = f(x) formunda ifade etmemiz mimkiin
degildir. Buna ragmen, boyle bir fonksiyon icin dy /dx tirevini bulabiliriz. Bunun
icin kapali fonksiyon kuralint uygulamamiz gerekir:

F(y, x) =0 ise,
dF(y,x)
d_y:_ dx ysabit:_i F =0
dx  dF(y,x) F,o Y
dy x sabit

Yukaridaki kuralda dF (y, x) /dx veya F, ile gosterilen tlrevi alirken, y degiske-
nini bir sabit gibi diistinmemiz gerekmektedir. Ayni sekilde, dF (y, x) /dy veya E,
ile gosterilen tirevi alirken de x degiskenini sabit bir sayr gibi diistinmeliyiz.
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Kapali foknsiyon kuralini uygulayarak yukarida ele aldigimiz kapali fonsiyonun
turevini alalim:

F(, =" +x>xp=0

dF(y,x)

0t I
dx

dy y

x sabit

=F =2x+y,
y sabit

dy i__Zx—Fy

dx Fy 2y +x

iIKINCi VE DAHA YUKSEK DERECEDEN TUREVLER

Daha 6nce, bir fonksiyonun tirevinin de yine bir fonksiyon olduguna dikkat ¢cek-
mistik. Bu gercek, bir fonksiyonun tiirevinin de tirevinin alinabilecegi anlamina
gelir. Yani, tirevini aldigimiz bir fonksiyonun, tekrar tiirevini alabiliriz. Bunun icin
tek kosul, ilk tiirevin sabit bir say1 olmamasidir. Ornegin, dogrusal bir fonksiyonun
tiirevi sabit bir say1 olacag icin, ikinci tirevi yoktur. Buna karsilik, iki ve daha ytik-
sek dereceden polinomlarin ikinci tirevleri vardir.

Ikinci kez tirev alarak elde edilen bu fonksiyona “ikinci dereceden tiirev”,
veya kisaca “ikinci tiirev” ad: verilir. Aslinda, ikinci tirev de bir fonksiyon oldu-
guna gore, onun da tirevi alinabilir. Dolayistyla, mevcut olmast kosuluyla bir
fonksiyonun ikinci, Gi¢ctincti, dordiinct ve daha yiiksek derecelerden tirevlerinden
bahsedebiliriz. En sik kullanilan tiirevler, birinci ve ikinci tirevlerdir. Bunun yanin-
da, bazi durumlarda daha ytiksek derecelerden tirevlere de ihtiyacimiz olabilir.

y = f(x) gibi bir fonksiyonun ikinci tiirevi, bu fonksiyonun tiirevinin tirevidir
ve asagidaki gibi gosterilir:

dx T dx

2
D=L~ piw = D

d(f'®) 4 [dy]
dx
Yukaridaki gosterimlerin hepsi ikinci tiirevi ifade etmektedir. Ornegin, y = x2
fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri asagidaki gibi olacaktir:

2
4 _ 2x, ay_,
dx 2

Daha 6nce tiirevin bir fonksiyonun artan veya azalan bir fonksiyon olup olma-
digint gosterdigini 6grenmistik. Yukaridaki fonksiyonun birinci tiirevi, X'in pozitif
degerleri icin pozitif, negatif degerleri icin negatifdir. Bu da bize bu fonksiyonun,
x’'in negatif oldugu bolgede azalan bir fonksiyon oldugunu, x’in pozitif oldugu
bolgede ise artan bir fonksiyon oldugunu gostermektedir. ikinci tiirev ise bize
fonksiyonun birinci tiirevinin artan veya azalan bir fonksiyon olup olmadig: hak-
kinda bilgi verir. Fonksiyonun birinci tiirevi o fonksiyonun egimi olduguna gore,
ikinci turev fonksiyonun egiminin nasil hareket ettigi hakkinda bilgi verir. Yukari-
daki fonksiyonun ikinci tirevi sabit ve pozitiftir. Buradan fonksiyonun egiminin
strekli arttigt sonucunu ¢ikarmaktayiz.

ikinci tiirev bir fonksiyonun
egiminin azaldig), arttigi
veya sabit kaldigi hakkinda
bilgi verir. ikinci tiirev
pozitif ise egim artmakta,
negatif ise egim azalmakta,
sifir ise egim sabit
kalmaktadir.
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SIRA SiZDEq
[

ikinci tirevi daima pozitif
olan fonksiyonlar, dishiikey
fonksiyon olarak
adlandirilir.

ikinci tiirevi daima negatif
olan fonksiyonlar, ighiikey
fonksiyon olarak
adlandinlr.

Bir fonksiyonun tiirevi
alinarak elde edilen
fonksiyon, “marjinal
fonksiyon” olarak
adlandirilir. Marjinal
fonksiyon, bir fonksiyonun
bagimsiz degiskenindeki ok
kiiciik bir degisimin
fonksyonun degerini nasil
degistirdigini gosterir.

y = x2 fonksiyonunun grafigini cizerek, x < 0 icin fonksiyonun azaldigin, x > 0 icin fonk-
siyonun arttigini, fonksiyonun egiminin ise siirekli arttigini gosteriniz.

Egimi stirekli artan, yani ikinci tiirevi daima pozitif olan fonksiyonlar digbiikey
fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin yerel minimum noktalart mevcut-
tur. Ornegin, y = &% fonksiyonu disbiikey bir fonksiyondur. Bu fonksiyon x = 0
noktasinda en kictk degerine ulastr.

Egimi stirekli azalan, yani ikinci tiirevi daima negatif olan fonksiyonlar ise i¢-
biikey fonksiyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlart yerel maksimum noktalari
mevcuttur. Ornegin, y = 5x— x2 fonksiyonu icbiikey bir fonksiyondur. Clinkii ikin-
ci tiirevi daima negatiftir: /" (x) = 2.

Yukarida ele aldigimiz y = x% fonksiyonunun 3. tiirevi sifirdir. Yani fonksiyo-
nun en fazla iki tirevi alinabilmektedir. Bazi fonksiyonlarin ikiden daha fazla ti-
revini almamiz mimkindr. Bir fonksiyonun 3. tiirevi, 2. tirevinin tiirevidir. Fonk-
siyonun 4. tiirevi ise, 3. tiirevin tiirevidir. Uclincii dereceden tiirevleri gosterirken
asagidaki gosterimleri kullaniriz:

3
LY = O
dx

4. ve daha yiksek dereceden fonksiyonlari gosterirken ise genellikle asagidaki
gosterimler tercih edilir:

n
ay = M (x)
dx"

Ornegin y = 10\/; fonksiyonunun yiiksek dereceden tiirevleri mevcuttur:

y=10vx = 10x"2
Sl =552

f”(x) _ _%x—3/2

f///(x) _ %x—S/Z
D)= 12
8

MARJiINAL FONKSIYONLAR

Turevin iktisattaki en 6nemli kullanim alanlarindan biri marjinal fonksiyonlardir. Bir
fonksiyonun tiirevi alinarak elde edilen fonksiyon, “marjinal fonksiyon” olarak
adlandirtlir. Marjinal fonksiyon, bir fonksiyonun bagimsiz degiskenindeki cok kii-
clik bir degisimin fonksyonun degerini nasil degistirdigini gosterir. Dolayisiyla, ma-
tematikteki tiirev kavraminin iktisattaki karsihigidir. iktisatta siklikla kullanilan basli-
ca marjinal fonksiyonlar arasinda marjinal hasila ve marjinal maliyeti sayabiliriz.
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Tiirevin iktisattaki kullanimina iliskin yardimct bir kaynak olarak Alpha C. Chiang ve Ke-
vin Wainwright isimli yazarlarin, Gazi kitabevi tarafindan ceviri olarak basilan “Matema-
tiksel iktisadin Temel Yontemleri” isimli kitabindan yararlanilabilir.

Marjinal Hasila
Bir malin satisindan elde edilen toplam hasila (7R), malin fiyati (P) ile satilan mal
miktariin (Q) carpimina esittir:

TR = Q

Toplam hasila fonksiyonu monopol piyasasinda faaliyet gosteren bir firmaya
ait ise firmanin karst karsiya kaldigi fiyat talep edilen miktara bagli olacaktir. Fiya-
t1, talep edilen miktarin bir fonksiyonu olarak gosteren denkleme talep fonksiyonu
adt verildigini biliyoruz. Dogrusal bir talep fonksiyonunu P = a — bQ seklinde ya-
zabiliriz. Bu denklemde a > 0 ve b > 0 “katsay1” adin1 verdigimiz sabit degerlerdir.
Bu talep fonksiyonunu toplam hasila ifadesinde yerine koyarak monopolcii fir-
manin toplam hasila fonksiyonunu sadece satilan mal miktarinin bir fonksiyonu
olarak elde edebiliriz:

TR = (a-bQ) Q
1R = aQ — bQ?

Ornegin, P =100 - 20 seklinde ifade edilen bir talep fonksiyonu, bize asagida-
ki toplam hasila fonksiyonunu verecektir:

TR = 100Q — 2(Q?

Bu ifadeyi kullanarak, herhangi bir Q degeri icin toplam hasilay: hesaplayabiliriz.

QoD

Monopolcii firma negatif egimli bir talep fonksiyonu ile kars1 karsiyadir. Firmanin sattig
iiriin miktari ile fiyat: arasinda ters yonlii bir iliski vardir.

iktisat derslerinde marjinal hasila (MR), satis mikiardaki ilave bir birim arti-
sin, toplam hasilada meydana getirecegi degisiklik olarak tanimlanmaktadir. Bu ta-
nimit degisim orani olarak asagidaki gibi ifade ederiz:

ATR
AQ

Hasila fonksiyonunun tiirevi alinabilir, yani stirekli bir fonksiyon oldugunu var-
sayarsak, marjinal hasilayr miktardaki cok kiictik bir artisin, toplam hasilada mey-
dana getirecegi degisiklik olarak tanimlayabiliriz. Diger bir ifadeyle marjinal hasi-
la, toplam basila fonksiyonunun tiirevidir:

ur = 4R
do

Bu tanima gore, yukaridaki toplam hasila fonksiyonunun tiirevi bize marjinal
hasilayt verecektir:

Marjinal hasila, toplam
hasila fonksiyonunun
tirevidir.
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_dIR

MR =100—40

Goruldugi gibi, marjinal hasila fonksiyonu da toplam hasila fonksiyonu gibi
satilan mal miktarininin bir fonksiyonudur. Marjinal hasila fonksiyonunu kullana-
rak, herhangi bir Q degeri icin marjinal hasila degerini bulabiliriz. Ornegin Q = 15
icin marjinal hasila, MR = 100Q — 4(15) = 40 olacaktur.

Marjinal fonksiyolarla ilgili onemli bir noktay1 vurgulamamiz gerekir. Degisim
orani ile tiirev ifadelerinden elde edilecek marjinal hasila degerleri tam olarak ay-
nt olmayacak, fakat birbirlerine cok yakin olacaktir:

ATR _ dTR
AQ T dO

Bunun nedeni, tirevin ¢ok kiictik bir degisimi ifade etmesidir. Buna karsilik
degisim orani, herhangi bir miktardaki degisimi gosterebilir. Bu noktay1 daha iyi
anlayabilmek icin, yukaridaki 6rnegimizi kullanarak marjinal hasilayr hem degisim
orant hem de tiirev yardimiyla hesaplayalim. Once, satis miktarindaki bir birimlik
bir artisin toplam hasilay: nasil degistirdigine bakalim. Q = 15 degerini toplam ha-
sila fonksiyonunda yerine koyarsak

TR = 100(15) — 2(15)% = 1050

olarak elde ederiz. Simdi satis miktarindaki bir birimlik bir artisin toplam hasilay1
ne kadar artirdigina bakalim. Q = 16 icin toplam hasila,

TR = 100(16) — 2(16)? = 1088

olacakur. Burada AQ = 16 — 15 = 1'dir. Gorildiigi gibi, satis miktarindaki biri bi-
rimlik artis toplam hasilay1, A7R = 1088 — 1050 = 38 kadar artirmistir. Dolayisiyla,
degisim orani olarak elde edilen marjinal hasila

Mr=STR_38 _ 34
AQ 1

olarak elde edilir. Buna karsilik ti-

Marjinal TR
Hasilanin

Degisim

Orani ve

Tiirev
Kullanilarak

Elde Edilmesi

\ rev kullanarak, marjinal hasilay: 40

Tegetin egim QJ_R 5 olarak elde etmistik. Aradaki bu far-
\Q TR(Q) k1 sekil tizerinde gorelim.

Sekil 1.5’te degisim orant ve ti-
rev kullanilarak elde edilen marji-
nal hasila degerleri arasindaki fark
gosterilmistir. Toplam hasilanin ti-
revini alarak elde ettigimiz marjinal
hasila, A noktasidaki tegetin egimi-
ne esittir. Degisim oranint kullana-
rak elde ettigimiz marjinal hasila ise

>Q A ve B noktalart arasidaki dogru-

Qy=15 +1=16
0 Q / nun egimine esittir. Goruldigu gi-
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bi tegetin egimi daha fazla oldugu icin, tirev kullanarak elde ettigimiz marjinal ha-
silanin degeri de, degisim oran:t kullanarak elde ettigimiz marjinal hasilanin dege-
rinden daha fazladir. AQ degisim miktar kiictildiikce her iki deger birbirine yakla-
sacaktir.

Yukarida, 7R = 100Q — Q? olarak verilen toplam hasila fonksiyonunda baslangic degeri Q
= 15 olmak iizere, AQ icin sirasiyla {0,5; 0,2; 0,1; 0,05} degerlerini kullanarak, degisim
orana yardimiyla marjinal hasila degerlerini bulunuz ve bu degerlerin, AQ kiiciildiikge tii-
rev kullanarak elde ettigimiz marjinal hasila olan 40 degerine yaklastigin1 gosteriniz.

Hasila ile ilgili diger bir kavram da ortalama hasiladir. Ortalama hasila, satilan
birim basina hasila degeridir ve toplam hasilanin satilan mal miktarina boliinme-
siyle elde edilir:

AR:E

o

Ortalama hasila da, marjinal hasila gibi satilan mal miktarinin bir fonksiyonu-
dur. Ornegin TR = 100Q — 2(? olarak verilen bir toplam hasila fonksiyonundan or-
talama hasila fonksiyonunu asagidaki gibi elde ederiz:

2
AR:Q:M:wO—ZQ
Q 0

Burada da gorildiagt gibi, ortalama hasila fonksiyonu toplam hasila fonksiyo-
nunu elde etmek icin kullandigimiz talep fonksiyonu ile aynidir. Gercekten de
toplam hasila fonksiyonunu 7R = PQ olarak yazip, sonra da ortalama hasilay1 bu-
lursak, AR = TR/Q = P elde ederiz. Diger bir ifade ile, ortalama hasila maln fiya-
hna, yani talep fonksiyonuna esittir.

Toplam hasila fonksiyonunu, ortalama hasilay: kullanarak da ifade edebiliriz:

TR=PQ= AR Q

En sagdaki ifadenin tirevini alirsak marjinal hasilayi, ortalama hasila cinsinden
ifade etmis oluruz. Bu tirevi almak icin, carpim kuralint uygulamamiz gerekecektir:

MR:TR’:dﬁ:dA;RQ_Fd_QAR
g dQ do
= AR'-Q+ AR

Yukarida 7R've AR'ifadeleri sirastyla, toplam hasila ve ortalama hasila fonksi-
yonlariin tirevlerini ifade etmektedir. Toplam hasila ile ortalama hasila arasinda-
ki yukarida elde edilen iliskiden faydalanarak verilen bir ortalama hasila fonksiyo-
nundan toplam hasila ve marjinal hasila fonksiyonlarin elde edebiliriz. Ornegin,
ortalama hasila fonksiyonu AR = P = 120 — 3Q ise toplam hasila fonksiyonu,

TR = AR - Q= (120 - 30) Q= 1200 — 3Q?

7 SIRA SiZDE
460

Ortalama hasila, satilan
birim basina hasila
degeridir ve toplam
hasilanin satilan mal
miktarina béliinmesiyle elde
edilir.
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ve marjinal hasila fonksiyonu,

MR=AR'- Q+ AR
=30+ 120-30
=120 - 6Q

olarak bulunacaktir.

Toplam hasila, ortalama hasila ve marjinal hasila fonksiyonlar1 arasindaki ilis-
kiyi gormek icin, 7R = aQ — bQ? gibi bir toplam hasila fonksiyonunu ele alalim.
Buradan ortalama hasila ve marjinal hasila fonksiyonlarini asagidaki gibi elde
ederiz:

MR=a-2bQ
AR = a— bQ

Gortildigt gibi marjinal hasila fonksiyonunun egimi —2b iken, ortalama hasila
fonksiyonunun egimi —&'dir. Diger bir ifade ile, marjinal hasila fonksiyonu ortala-
ma hasila fonksiyonundan daha diktir. Bu durum Sekil 1.6’da gortlmektedir.

Toplam, Ortalama
ve Marjinal Hasila
Fonksiyonlari

~

TR’=0
AR TRy
MR TR
a AR I /
1
1
1
M 1
1
1
a/2b al/b >Q al/2b a/b >Q

Hem ortalama hasila, hem de marjinal hasila dikey ekseni ayni noktadan kes-
mektedir. Bu nedenle biitin Q degerleri icin marjinal hasila daima ortalama hasi-
lanin altinda olacaktir: MR < AR.

Sekil 1.6’da Q arttik¢a toplam hasilanm 6nce arttigini sonra azaldigini gdrmek-
teyiz. Toplam hasila, satis miktart Q = a/2b olana kadar artmaktadir. Bu nedenle Q
< a/2b olan bolgede, yani Q = a/2b noktasinin sol tarafinda toplam hasilanin ttre-
vi pozitif olacaktir. Yani bu bolgede toplam hasila artan bir fonksiyondur. Diger bir
ifade ile, bu bolgede marjinal hasila sifirdan buytktir. Bunu sol taraftaki grafikte
de gormekteyiz. Q > a/2b olan bolgede ise toplam hasila azalan bir fonksiyondur.
Diger bir ifade ile, marjinal hasila sifirdan ktictktur.

Toplam hasila fonksiyonun artan fonksiyondan azalan fonksiyona donustigt,
yani Q = a/2b oldugu noktada, tiirev sifira esittir. Sekilde gortldigi gibi, bu nok-
tadaki teget, miktar eksenine paraleldir, yani egimi sifirdir. Marjinal hasilanin sifir
oldugu bu nokta, aynt zamanda toplam hasilanin maksimum oldugu noktadir.

Buraya kadar bir monopol firmasinin hasila fonksiyonu ele aldik. Tam rekabet
piyasasinda faaliyet gosteren bir firmanin toplam, marjinal ve ortalama hasila fonk-
siyonlari farklt olacaktir. Bir tam rekabet firmasi fiyatt veri aldigi icin, miktara bag-
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I1 bir talep fonksiyonu ile karsi karsiya degildir. Tam rekabet firmast icin fiyat bi-
tin satis miktarlart icin aynidir. Bu durumda toplam hasila fonksiyonu 7R = PQ
seklinde dogrusal bir fonksiyon olacaktir. Bu firmanin marjinal ve ortalama hasila
fonksiyonlart da sabit ve fiyata esit olacaktir:

MR=AR=P

Bu marjinal hasila ve ortalama hasila fonksiyonlarinin grafigini ¢izdigimizde
miktar eksenine paralel tek bir sabit fonksiyon elde ederiz.

Tam rekabet firmas1 miktar eksenine paralel bir talep fonksiyonu ile kars1 karstyadir. Uriin
fiyat: satilan mal miktarindan bagimsizdir ve firma piyasada olusan fiyat: veri olarak alir.

Marjinal Maliyet

Hasila icin yaptigimiz analizin bir benzerini maliyet icin de yapabiliriz. Marjinal
maliyet, Gretim miktarindaki bir birim artisin toplam maliyette meydana getirdigi
artistir. Marjinal hasilanin toplam hasila fonksiyonunun tiirevi oldugu gibi, maryi-
nal maliyet de toplam maliyet fonksiyonunun tiirevidir. Uretim miktarinin bir
fonksiyonu olarak ifade edebilecegimiz toplam maliyet fonksiyonunu 7C ile, mar-
jinal maliyet fonksiyonunu ise MC ile gosterirsek, marjinal maliyet asagidaki gibi
yazilabilir:

e
dQ

Firmalarin marjinal maliyet fonksiyonlart genellikle 6nce azalan, sonra artan bir
grafige sahiptir. Boyle bir marjinal maliyet fonksiyonunun elde edilebilmesi icin,
toplam maliyet fonksiyonunun belli 6zelliklere sahip olmast gerekir:

i) Toplam maliyet fonksiyonu tirevi dnce azalan, sonra artan bir fonksiyon ol-

malidir.

i) Uretim miktar: artarken toplam maliyet fonksiyonu asla azalmamalidir.

Asagidaki gibi kiibik bir fonksiyon, her iki 6zelligi de tasimaktadir:

MC =T71C’

TR=a®® - bQ*+cQ+d,  a bcd>0 ve Y < 3ac

Bu fonksiyon tictinclii dereceden bir polinomdur. Boyle bir toplam maliyet
fonksiyonundan elde edilecek marjinal maliyet (1/C) ve ortalama maliyet (AC)
fonksiyonlari soyle olacaktir:

MC = TC' =3a0* —2b0 + ¢
C 2 d
AC=—=aQ" —bQ0+c+—
0 0

Bu sekildeki maliyet fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 1.7’de gosterilmistir. Go-
raldigi gibi, toplam maliyet fonksiyonu monoton, yani stirekli artan bir fonksi-
yondur. Buna karsilik, marjinal ve ortalama maliyet fonksiyonlar: 6nce azalan, son-
ra artan bir grafige sahiptir. Bunun nedeni, her iki fonksiyonun da karesel birer
fonksiyon olmalaridir.

Marjinal maliyet
fonksiyonu, toplam maliyet
fonksiyonunun tirevidir.
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Toplam, Ortalama
ve Marjinal Maliyet
Fonksiyonlart

ACy

>
Ly
=

AC

Marjinal fiziki iiriin, Gretim
fonksiyonunun tiirevi
alinarak bulunur.

Asagida verilen toplam maliyet fonksiyonundan, ortalama maliyet ve marjinal
maliyet fonksiyonlarini elde edelim:

TC= 2503 - 13Q% + 500 + 12

Boyle bir toplam maliyet fonksiyonundan elde edilecek ortalama maliyet fonk-
siyonu,

ac=TC 5507 _130 450+ 12
0 o

ve marjinal maliyet fonksiyonu,

e

=7,50% =260 +50
0 0 0

MmC

olarak bulunacaktir. Herhangi bir tretim seviyesi icin ortalama veya marjinal mali-
yeti bulmak icin, tretim miktarini elde edilen fonksiyonlarda yerine koymak yeter-
lidir. Ornegin Q = 10 icin ortalama ve marjinal maliyetler asagidaki gibi olacaktir:

AC =2,5(10)° —13(10)+50+% =171,2

MC =17,5(10)* — 26(10) + 50 = 540

Marjinal Uriin

Iktisat derslerinde herhangi bir tiretim faktoriintin marjinal fiziki Griniini, o tre-
tim faktorinden ilave bir birimin kullanilmasi halinde toplam tretim miktarinda
meydana gelecek artis olarak dgrenmistik. Bu tanim, tretim fonksiyonunun tiire-
vine karsilik gelmektedir. Sadece emek (1) faktort kullanarak mal veya hizmet
ureten bir firmayt ele alalim. Bu firmanin tiretim fonksiyonunu iki temel ¢zellige
sahip olmasi gerekmektedir: (1) istihdam edilen emek faktorti artarken tretim
miktart da artmalidir, (2) tiretim miktarindaki artis, azalan oranda olmalidir. ik
ozellik emegin marjinal fiziki Girtintintin pozitif olmas: gerektigini sdylemektedir.
Ikinci ozellik ise, azalan marjinal fiziki trliin veya azalan verimler yasasina
karsilik gelmektedir. Azalan verimler yasasi, diger faktorler sabit iken bir Giretim
faktorinden kullanilan miktari artirmaya devam edersek toplam tiretime yapacagi
katkinin giderek azalacagini soylemektedir.
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Simdi de bir tiretim fonksiyonunun sahip olmast gereken ¢zelliklerin matema-
tiksel karsiliklarina bakalim. Birinci 6zellik, Giretim fonksiyonunun tiirevinin pozi-
tif olmast anlamina gelmektedir. Tkinci ozellik ise tiretim fonksiyonunun ikinci tii-
revinin negatif olmasi demektir. Uretim miktarini Q ile, emek faktoriini L ile, eme-
gin marjinal fiziki Grlintini ise MP; ile gosterirsek, 1. ve 2. ozellikleri asagidaki gi-
bi yazabiliriz:

1. Ozellik : 49 = MPL >0
dL

2
d-Q _ d(MPL) <0
dr? dL

2. Ozellik :

Cobb-Douglas tipi bir Gretim fonksiyonu, yukaridaki 6zellikleri saglamaktadir.
Ornegin, 0 = 300\/2 fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun yukaridaki iki 6zel-

lige de sahip oldugunu kontrol edebiliriz. Once bu fonksiyonun tiirevini alalim:

~do d( ) 300 1 150
MPL=—==—(300VL|=——=—=>0
2= ar V)= N

Emegin marjinal fiziki Girtintine esit olan bu fonksiyon, biitiin Z > 0 degerleri icin
pozitiftir. Dolayistyla bu fonksiyon, pozitif marjinal fiziki Griin kosulunu saglamakta-
dir. Bu tretim fonksiyonunun azalan marjinal verimler yasasia uyup uymadigini
gormek icin ikinci tiirevini almamiz gerekmektedir. Uretim fonksiyonunun ikinci tii-
revinin, MPL fonksiyonunun birinci tiirevine karsilik geldigine dikkat ediniz:

d*Q _d(MPL) _ d
dr? dL dL

150

JL

_ —%L—W =752 <9

Bu fonksiyon bitin Z > 0 degerleri icin negatiftir. Dolayistyla azalan marjinal
verimler yasasi gecerlidir.

Uretimde kullanilan tretim faktérlerini sermaye ve emek olarak iki gruba ayi-
rabiliriz. Uretim siirecinde genellikle, tiretim miktarini degistirmeden, bir faktériin
diger faktor yerine ikime edilmesi miimkiindiir. Ornegin ayni tiretim miktarinda,
kullanidan emek miktari azaltilarak bunun yerine daha fazla sermaye kullanilmast
mumkiin olabilir. Bir faktorden daha fazla kullanildiginda, artirilan miktar ile tre-
tim miktarini sabit tutmak icin diger faktorden azalulmas: gereken miktara arasin-
daki orana marjinal teknik ikdme orani denir ve MRTS olarak gosterilir. (K, L)
gibi sermaye ve emek faktorlerinin kullanildigt bir tGretim stirecinde, MRTS asagi-
daki gibi tanimlanir:

MRTS = aK
dL

Marijinal teknik ikdme orani ayni zamanda es-lirtin egrilerinin egimine esittir.
Ornegin, O = K3 [#/3 seklindeki bir tiretim fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksi-
yonda sermaye faktorti K ile gosterilmistir. Marjinal teknik ikdme oranmni bulmak
icin, Uretim fonksiyonunu sabit kabul ederek, fonksiyonu asagidaki gibi kapalt bir
fonksiyon olarak yazalim.
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F(K L) - K1/3 L2/5 = (_g

Bu fonksiyon, es-iiriin egrisi olarak bilinir. Marjinal teknik ikdme oranint bul-
mak icin kapali fonksiyon kuralini uygulamamiz gerekir:

Fe=1/3k"2328
F, =233V

F 1/3,-1/3
MRTS:d_K:__L:_m—L:_ﬁgz_?‘E
L Fy  1/3x23p23 1/3 L L

ESNEKLIK

Firmalarin karsi karstya kaldiklart onemli problemlerden biri, fiyat degisikliklerinin
toplam hasilalarinda yapacag: etkinin tahmin edilmesidir. Ornegin, bir fiyat indiri-
mi durumunda fiyatin diismesi, toplam hasilayi azaltict bir etki yaratirken, satislar-
daki indirim nedeniyle gerceklesecek olan artis, toplam hasilayr artirict bir etki ya-
ratacaktir. Bu nedenle net etkinin nasil olacagi pek acik degildir. Negatif egimli bir
talep fonksiyonu ile karst karstya olan bir firma trln fiyatini indirdiginde, toplam
hasilanin nasil degisecegi talebin fiyat esnekligine baghdir.

Talebin fiyat esnekligi, veya kisaca talep esnekligi, fiyattaki bir degisimin sati-
lan mal miktarint nasil etkileyecegini gosteren bir olctittiir. Talep esnekligi, satilan
mal miktarindaki ytizde degisimin fiyattaki ytizde degisime bolinmesiyle bulunur:

E_ Miktardaki ylizde degisim
Fiyattaki yiizde degisim

iktisatta cok cesitli esneklikler soz konusudur. Bununla birlikte hepsinin he-
saplanmasindaki mantik aynidir. Biitiin esneklikler iki ylizde degisimin birbirleri-
ne oranidir. Peki ama, bir degiskenin yiizde degisimi nasil hesaplanir? Ornegin fi-
yat degiskenini ele alalim. Fiyatta meydana gelen degisimi ytizdelik olarak hesap-
lamak icin, iki fiyat arasindaki fark: baslangic fiyatina boleriz. Fiyatin P, = 12’den
P, = 14%e yiikseldigi durumu ele alalim. Bu durumda fiyattaki ytizde degisim,

P-F AP _14-12_1

=—~0,16
B B 2 6

yaklasik %16 olmustur. Bu hesaplamadan hareketle esnekligi asagidaki gibi yaza-
biliriz:

AQ
_ Q0 _AQ P _AQ P
AP Q0 AP AP Q
P

Fiyattaki cok kictk bir degisimin etkisinden bahsettigimizde, AQ/AP terimini
dQ/dP turevi ile degisirebiliriz. Bu durumda esneklik formili asagidaki gibi ola-
caktir:



1. Unite - Tirev ve Kurallan

27

Bu sekilde hesaplanan esneklik nokta esneklik olarak adlandirlir. Fiyat ile ta-
lep edilen miktar arasinda ters yonli bir iliski oldugu i¢in, bulacagimiz esneklik de-
geri negatif olacaktir. Esneklik degerlerini degerlendirirken genellikle 6nemli olan
mutlak buytklikleridir. Esnekligin mutlak degerinin birden kiictk, birden biiytik ve
bire esit olmasma gore, talep hakkinda asagidaki degerlendirmeler yapulir:

e | E|<1 ise “inelastik” talep.

e | E|=1 ise “birim esnek” talep.

e |E|>1 ise “esnek” talep.

Simdi P =50 — 2Q olarak verilen bir talep fonksiyonunu ele alalim ve fiyatin 30
oldugu durumdaki talep esnekligini bulalim. Bunun icin 6énce dQ/dP tirevini bul-
mamiz gerekir. Fakat bu fonksiyon fiyati, miktarin bir fonksiyonu, P = P (Q) ola-
rak ifade etmektedir. Bizim dQ/dP turevini bulabilmemiz icin miktari, fiyatin bir
fonksiyonu, Q = Q (P) olarak ifade etmemiz gerekir. Q = Q (P) fonksiyonu ters ta-
lep fonksiyonu olarak da adlandirilir. Ters talep fonksiyonunu elde etmek icin,
talep fonksiyonunu Q icin ¢ozmemiz gerekir:

P=50-20 = 20=50—P = Q:ZS—%P

Bu durumda, dQ/dP = —1/2 olacaktir. Esnekligi bulabilmek icin ayrica, P = 30
oldugunda talep edilen miktara ihtiyacimiz vardir. Bunu da fiyati, elde ettigimiz ta-
lep fonksiyonunda yerine koyarak buluruz: Q = 25 — 1/2(30) = 10. Artik esnekligi
hesaplamak icin gerekli butiin degerlere sahibiz:

| E]>1 oldugu icin talep fonksiyonunun bu noktada “esnek” oldugu sonucuna
vartriz.

Esneklik konusunda en sik karistirilan husus, esneklik ile egim arasindaki fark-
tir. Esneklik egim ile iliskili olmasina ragmen, ayn: sey degildir. Ornegin, dogrusal
bir talep fonksiyonunda egim her noktada ayni olmasina ragmen, esneklik her
noktada farkli olacaktir. Bunu yukarndaki 6rnekte gormekteyiz. P= 50 — 2Q olarak
verilen talep fonksiyonu icin buldugumuz esneklik degeri P ve Q'ya bagh olarak
degisen bir fonksiyondur. Bununla birlikte bu talep fonksiyonunun egimi her yer-
de -2'dir.

Esnekligin her yerde ayni oldugu fonksiyonlar da vardir. Bu tiir fonksiyonlar
sabit esneklik fonksiyonlari olarak adlandirilirlar. Ornegin P = 401/ fonksiyonu-
nu ele alalim ve talep esnekligini bulalim. Oncelikle ters talep fonksiyonunu bul-
mamiz gerekir:

L )2
|1 _1ap-2
Q—[4P] 16P

Bu fonksiyonun tirevini esneklik formtliinde yerine koyarsak

—2
E:d_Q.£:_32p*3.£:_32P_
P Q 0 0

Talep edilen miktar, fiyatin
bir fonksiyonu olarak ifade
eden fonksiyona ters talep
fonksiyonu adi verilir.
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ifadesini elde ederiz. Bu ifadede Q yerine ters talep fonksiyonunu yerlestirir ve ge-
rekli sadelestirmeleri yaparsak, talep esnekligini asagidaki gibi buluruz:

49 P——3z r?
dP 16}74

Gortldigu gibi, esneklik Q veya P degerlerine bagli olmadan her yerde ayni-
dir. Bu fonksiyonun egimi ise her yerde ayni degildir.

Esneklik ile toplam hasila arasinda ne gibi bir iliski vardir? Bu soruyu cevapla-
mak icin 6once toplam hasilay: ele alalim. Toplam hasila 7R = PQ olduguna gore,
fiyat artisinin toplam hasila tizerindeki etkisini gormek icin asagidaki tiireve bak-
maltyiz:

EF=—=

dR
dpP

Dikkat ediniz, yukaridaki tirevi bulabilmemiz icin toplam hasilay: miktarin bir
fonksiyonu, 7R (Q) olarak degil, fiyatin bir fonksiyonu, 7R (P) olarak yazmamiz
gerekir. Fiyat ve talep edilen miktar, talep fonksiyonu araciligiyla birbirleri ile ilis-
kili oldugundan, bunu yapmak zor degildir. Yapmamiz gereken ters talep fonksi-
yonu adi verdigimiz Q (P) fonksiyonunu elde etmektir. Bunu daha 6nce yapmis-
tik. Bu fonksiyonu toplam hasila ifadesinde yerine koyarsak toplam hasilay1 fiya-
tin bir fonksiyonu olarak ifade etmis oluruz:

TR(P)=P- Q(P)

Buradan d7R/dP tirevini elde etmek i¢in, carpim kuralini uygulamamiz gerekir:

dIR(P) _dP dO(P) ,

AT,
do(p) , dP
BEARYT [dP 1]

Bu ifadeyi Q parantezine alalim:

dIRP) _ f |, dOP) P
dP P 0

Parantez icerisindeki ikinci ifadenin talebin fiyat esnekligi oldugu gortilmekte-
dir. Bunu ifadede yerine koyarsak:

dTR(P)
—p O(1+E)

Talebin fiyat esnekliginin negatif oldugunu hatirlayalim. Bu nedenle eger | E | > 1
ise, dTR/dP < 0 olacakur. Dolayistyla, fiyattaki bir indirim toplam hasilay1 artiracaktir.
Eger | E| < 1 ise, dTR/dP > 0 olacakur ve fiyattaki bir indirim toplam hasilayr azalta-
caktur:
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|E[>1 = dIR(P) = P|,TR ]
dP
|E[<1 = %w = P|,TR |

Eger | E| =1 ise, dTR/dP = 0 olacakur ve fiyat degisikligi toplam hasilay1 etkile-
meyecektir.

TUKETIM VE TASARRUF

iktisat derslerinden Keynesyen tiiketim fonksiyonunun toplam tiiketim harcamalarmi
(), gelir (V) ile acikladigint biliyoruz: C'(Y). Bu fonksiyon, kamu sektortiniin ve do-
layistyla vergilerin olmadig1 basit bir ekonomi i¢in, genellikle C= ¢, + ¢, Y seklindeki
dogrusal bir fonksiyon olarak yazilir. Fonksiyondaki ¢; katsayist ¢zel bir 6neme sa-
hiptir. Marjinal titketim egilimi ad: verilen bu katsayi, gelirdeki bir liralik artisin ne
kadarinin tiitketime gittigini gosterir. Bu aciklamadan anlasilacagi gibi aslinda marjinal
tiketim egilimi, tiketim fonksiyonunun tirevinden baska bir sey degildir:

Marjinal Tiketim Egilimi (MPC) = Z’_g =C'= ¢

Yine iktisat derslerinden, toplam gelirin tiketime gitmeyen kisminin tasarruf
edildigini biliyoruz: Y= C + §. Bu iliskiyi kullanarak bir tasarruf fonksiyonu elde
edebiliriz:

Y=C+S§S = §=Y-C
S=Y-¢—-qY
S=—CO+(1—Cl)Y

Elde ettigimiz bu tasarruf fonksiyonu, tikketim fonksiyonunun aksine pozitif egim-
lidir. Tasarruf fonksiyonunun tlrevi bize marjinal tasarruf egilimini verir. Marjinal ta-
sarruf egilimi, gelirdeki bir liralik artisin ne kadarinin tasarruf edildigini gosterir:

ds _

Marjinal Tasarruf Egilimi (MPS) = T S'=1-¢

Marijinal tasarruf egilimi ile marjinal tiiketim egiliminin toplamlarinin bire esit
olduguna dikkat ediniz: MPS + MPC = (1 — ¢)) + ¢; = 1. Elde edilen gelirin ya ti-
ketime, ya da tasarrufa gittigi diistintiliirse, bu sonug hi¢ de stirpriz degildir.

Yukaridaki aciklamalar cercevesinde € = 150 — 0,8Y olarak verilen bir tiketim
fonksiyonundan hareketle, marjinal tiikketim egilimi, tasarruf fonksiyonu ve marji-
nal tasarruf egilimini elde edebiliriz. Marjinal titketim egilimi MPS = "= 0.8 ola-
caktir. Marjinal tasarruf egilimini bulmak icin tasarruf fonksiyonuna ihtiyacimiz
yoktur. MPC + MPS = 1 olduguna gore, MPS =1 - 0,8 = 0,2 olacaktir. Tasarruf
fonksiyonu ise

S=Y-C=Y-150 + 08Y
=-150 + (1 - 0,8)Y
=150 + 0,2V

olarak elde edilir.

Marjinal tiiketim egilimi,
titketim fonksiyonunun
tiirevi alinarak bulunur.

Marjinal tasarruf egilimi,
tasarruf fonksiyonunun
tiirevi alinarak bulunur.
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Limit ve stireklilik kavramlarint agiklayabilmek
ve fonksiyonlarin limitlerini bulmak
Matematikteki tiirev kavrami, iktisadi analizde
cok onemli bir yer isgal etmektedir. Bircok iktisa-
di kavram ancak tirev yardimiyla ifade edilebil-
mektedir. Bu nedenle tiirev kavramu, iktisadi ana-
lizleri matematik yardimryla yapabilmemiz icin
onemli bir ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Limit, bir fonksiyonun bagimsiz degiskeni belli
bir degere yaklasirken, fonksiyonun yaklastigi
degeri gosterir. Sagdan limit, bir f(x) fonksiyo-
nunun, x a'ya yaklasirken sagdan limiti x a’ya,
a’dan daha biytk degerlerden yaklasirken fonk-
siyonun yaklastigi degerdir. Soldan limit, bir f(x)
fonksiyonunun, x a’'ya yaklasirken soldan limiti
x a'ya, a’dan kicik degerlerden yaklasirken
fonksiyonun yaklastigi degerdir.

Eger bir fonksiyonun sagdan ve soldan limitleri
mevcut ve birbirlerine esit ise bu fonksiyonun li-
miti vardir. Bu durumda sagdan ve soldan limit-
ler seklinde ifade etmeye gerek yoktur ve “+7/«-”
isaretlerini kullanmadan sadece fonksiyonun li-
mitinden bahsedebiliriz. Bir fonksiyonun bir a
noktasinda sagdan ve soldan limitleri mevcut ol-
sa bile, bu limitler birbirlerine esit degilse bu
fonksiyonun a noktasinda limiti yoktur.

Bir fonksiyonun limiti mevcut ise ve bu limit
fonksiyonun degerine esit ise o fonksiyon “sii-
rekli” bir fonksiyondur.

Ttirevin matematiksel ve iktisadi anlamini acik-
layabilmek, fonksiyonlarin tirevlerini almak
Turev, birbirleriyle iliskili iki degiskenden biri ar-
tarken diger degiskenin nasil degisecegini goste-
rir. Bir fonksiyonun tiirevinin alinabilmesi i¢in,
strekli olmasi ve keskin koselere sahip olmama-
st gerekir.

Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tirevi,
fonksiyonun o noktada artan mi, yoksa azalan
mt oldugunu gosterir. Fonksiyonun bir noktada-
ki tirevi pozitif ise, fonksiyon o noktada artan-
dir. Fonksiyonun bir noktadaki tiirevi negatif ise
fonksiyon bu noktada azalandir.

Turevini aldigimiz bir fonksiyonun, tekrar tirevi-
ni alabiliriz. Bunlara yiiksek dereceden tirevler

ads verilir.

9;; Marjinal Ravranini agiklamak

Bir fonksiyonun tiirevi alinarak elde edilen fonk-
siyon, “marjinal fonksiyon” olarak adlandirilir.
Marjinal fonksiyon, bir fonksiyonun bagimsiz de-
giskenindeki cok kiiciik bir degisimin fonksyo-
nun degerini nasil degistirdigini gosterir.

Tiirevi iktisadi analize wygulamak

Monopolct firma negatif egimli bir talep fonksi-
yonu ile karst karsiyadir. Firmanin sattig1 tirtin
miktart ile fiyati arasinda ters yonli bir iliski var-
dir. Marjinal hasila, toplam hasila fonksiyonunun
tirevidir. Marjinal maliyet, Gretim miktarindaki
bir birim artisin toplam maliyette meydana getir-
digi artistir. Marjinal maliyet toplam maliyet fonk-
siyonunun tirevidir.

Bir firmanmn tretim fonksiyonu iki temel ozellige
sahiptir: (1) pozitif marjinal fiziki Grtin, (2) aza-
lan marjinal verimler yasast. Marjinal fiziki Grin,
bir tretim faktortiinden ilave bir birimin kullanil-
masi halinde toplam tretim miktarinda meydana
gelecek artistir.

Talebin fiyat esnekligi, veya kisaca talep esnekli-
i, fiyattaki bir degisimin satilan mal miktarini na-
sil etkileyecegini gosteren bir olcittiir. Talep es-
nekligi, satilan mal miktarindaki ytizde degisimin
fiyattaki ylizde degisime bolinmesiyle bulunur.
Marjinal tiiketim egilimi, gelirdeki bir liralik arti-
sin ne kadarinin tiketime gittigini gosterir. Mar-
jinal tiketim egilimi, tikketim fonksiyonunun ti-
revi alinarak bulunur. Marjinal tasarruf egilimi,
gelirdeki bir liralik artisin ne kadarinin tasarruf
edildigini gosterir. Tasarruf fonksiyonunun tire-

vi bize marjinal tasarruf egilimini verir.
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Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

& Fonksiyon kavramini ve fonksiyonla iliskili diger temel kavramlari tanimlaya-
bilecek,

& Fonksiyonlarin matematiksel ozelliklerini aciklayabilecek,

@& Dogrusal fonksiyonlart tanimlayip iktisattaki kullanim alanlarint drnekleye-
bilecek,

@ Karesel fonksiyonlarin ¢coziimiinii yapip iktisadi uygulamalarini gosterebilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Fonksiyon e Karesel fonksiyon
e Tek degiskenli fonksiyon e Fonksiyonun Grafigi
e Dogrusal fonksiyon




FONKSIYON KAVRAMI VE FONKSIYONLA iLiSKiLi
TEMEL KAVRAMLAR

Teorik ve uygulamali matematikte 6nemli bir kavram olan fonksiyonlar, iktisat bi-
limi icerisinde de bircok uygulama alani bulmaktadir. Iktisadi olaylari incelerken
arz ve talep fonksiyonu, maliyet fonksiyonu, tiretim fonksiyonu, tiiketim fonksiyo-
nu gibi bircok tanimla karsilasiriz. Bu kadar sik karsilastigimiz bir kavrami daha iyi
anlayabilmek icin 6nce fonsiyonlarla ilgili temel kavramlari inceleyip sonrasinda da
tek degiskenli fonksiyonlarin iktisatta kullamina yonelik uygulamalar yapacagiz.

Bir fonksiyonel iliskide degisik degerler alabilen niceliklere degisken adi veri-
lir. Bir degiskenin veri degerindeki degisme, baska bir degiskende bir degismeye
yol actyorsa veri degisken diger degiskenin bir fonksiyonudur ve aralarinda fonk-
siyonel bir iliski vardir. Kisaca bir fonksiyon, bir niceligin (¢iktt) baska bir nicelige
(girdi) ne seklide bagli oldugunu ifade eden 6zel bir iliski tirtdir. Fonksiyonel
iliskiler genellikle girdiye karsilik ¢iktiyt bulmak icin ne yapilmasi gerektigini gos-
teren bir formiille belirtilir. Ornegin bir dairenin alani yaricapinin fonksiyonudur
ve A=n/? formilu ile hesaplanabilir. Farkli boyutlardaki dairelerin yaricaplari da
farkli olacagindan degiskenin veri degeri degismektedir. Buna bagl olarak da be-
lirtilen formiile gore hesaplanacak alan degisecektir. Iktisatta da aralarinda fonksi-
yonel iliski bulunan bircok degiskenle karsilasiriz. Ornegin harcanabilir gelir artti-
ginda tiketim harcamalari da artar. Yani tiiketim, harcanabilir gelirin bir fonksiyo-
nudur. Bir malin fiyat: artiginda talep edilen miktar diiser. Dolayisiyla talep edilen
miktar, fiyatin bir fonksiyonudur.

Bir degiskenin, baska bir degiskenin fonksiyonu oldugunu ifade etmek icin her
zaman matematiksel bir formiile ihtiyactmiz olmaz. Ornegin Tablo 2.1’ de 2004 -
2010 doneminde Turkiye'nin reel GSYIH verileri gosterilmektedir. Bu tablo da
GSYIHyi takvim yilinin ya da zamanin bir fonksiyonu olarak ifade etmektedir.

Yil 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

GSYIH | 83485591 | 90499731 | 96738320 | 101254625|101921730| 97003114 | 105738813

Bazen giinlik hayatimizda da bilerek veya bilmeyerek fonksiyonel iliskilerden
bahsederiz. Ornegin kadinlarin egitim diizeyi artarsa bebek oliimlerinin azalacag:-
nt soyleriz. Yani kadinlarin egitim diizeyi ile bebek oliimleri arasinda bir fonksiyo-

Tablo 2.1

Sabit (1988)

Sfiyatlaria
Harcamalar
Yontemiyle GSYIH

Kaynak: Tiirkiye
Cumburiyeti Merkez
Bankast
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nel iliski kurariz. Ya da tlkedeki yatirim dizeyinin artisina bagl olarak milli geli-
rin de artmasi gerektigini belirtiriz. Kisaca fonksiyon aslinda hayatimizin icine yer-
lesmis bir kavramdir.

iki degisken arasindaki fonksiyonel iliski bir grafik yardimi ile de gosterilebilir.
Sekil 2.1’de arz yanl iktisadin 6nemli kavramlarindan biri olan Laffer egrisi bulun-
maktadir. Bu egri vergi oranlari ile devletin tahsil edecegi toplam vergi gelirleri
arasindaki iliskiyi gosterir. Buna gore, bireyler vergi oranlarinda yapilacak artisla-
ra tepki verirler. Vergi diizeyindeki artis belli bir noktaya kadar devletin vergi ge-
lirlerinin artmasint saglarken, vergilerin daha da ytikseltilmesi bireylerin vergi 6de-
mekten kacinma egilimi gostermesine, dolaystyla devletin vergi gelirlerinin azal-
masina yol acar. U¢ durumlar ele alirsak; vergi orani %0 ise elbette vergi geliri de
stfir olacaktir, vergi orant %100 oldugunda ise kimse tim kazancini devlete vergi
olarak vermek istemeyeceginden gene vergi geliri sifir olur.

/m

~

Vergi Geliri A

» Vergi Orani

100 /

Tum bu iliskilerin ortak 6zelligi bir degiskenin degerini baska bir degiskenin
degeri ile iliskilendirirken belli bir kurala bagl kalmasidir. Bu kural ise degiskenle-
rin neler olduklarina ve aralarindaki iliskilerin yapisina bagli olarak degismektedir.

Fonksiyonla iligkili Temel Kavramlar

Kiime: Kuime birtakim nesnelerden olusan bir topluluktur. Bir kiimeyi olusturan
nesnelere, bu kiimenin elemanlart adi verilir. Kiimeler genellikle A, B, C, ..... gibi
buytk harflerle ve elemanlari da a,b,c, ...... gibi kiiciik harflerle gosterilir. Ornegin
“2001 yili itibariyle Nobel 6diili alan iktisat¢ilar” seklinde tanimlanan bir kiimenin
46 tane elemani vardir. Bir nesnenin, bir kiimenin elemani oldugunu belirtmek
icin € sembolii kullanilir. Ornegin Nobel 6diilii alan iktisat¢ilar kiimesine N dersek;

Robert Mundell € N James Tobin € N.

Swraly ikili: A ve B gibi iki kiime verilsin. @ € A ve be Bolmak tizere, bunlar-
dan olusturulan (a,b) ciftine bir sirali ikili denir. (a,b) sirali ikilisinde a’ya sirali iki-
linin birinci terimi (koordinaty), b’ye sirali ikilinin ikinci terimi (koordinaty) adi ve-
rilir. (a,b) ve (c,d) gibi iki siralt ikilinin esit olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, si-
rali ikililerin birinci ve ikinci koordinatlarinin karsilikli olarak esit olmasidir. Yani

(a, b) = (¢, d) < a=cve b=dolmalidir.
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a#bise (a,b)# (b, a)

Bagnti: A ve B kiimeleri verilmis olsun. A x B kiimesinin her alt kiimesine A
kiimesinden B kiimesine bir baginti denir.

Fonksiyon: Bir kiimenin elemanlari, baska bir kiimenin elamanlart ile iliski
icerisinde olabilir. Bu iliskinin bazi kurallar cercevesinde olusturulan ¢zel bir bigi-
mine de fonksiyon adi verilir. Bir kiimenin her elamani diger kiimenin tek bir ele-
mant ile eslesiyorsa buna fonksiyon adi verilmektedir.

Bos olmayan A ve B kiimeleri verilsin. A kiimesinden B kiimesine tanimlanan
bir f bagintis1 asagidaki kosullart saglarsa f'ye A’dan B’ye bir fonksiyondur denir:

i. fbaginusi alinda A'nin her elemani B'nin en az bir elemant ile eslenmelidir.

ii. f bagintist alunda A'nin her eleman: B’nin birden fazla elemani ile eslenme-

melidir.

Fonksiyonun bu tanimindan hareketle, her fonksiyonun bir baginti olmasi ge-
rekir ancak her baginti bir fonksiyon olmayabilir.

X kiimesinin her elemanini Y kiimesinin yalnizca bir eleman: ile eslestiren f
fonksiyonu

f:X—Y

seklinde gosterilir. Bu durumda X kiimesi fonksiyonun tanim kiimesidir. Veri-
len kurala gore gerceklesen degerler kiimesi ise fonksiyonun deger kiimesidir.

Ornegin fonksiyonla belirlenen kural “li¢ katin1 alip iki ekle” seklinde olsun. Bu
kurali kisaca y=3x+2 seklinde veya f(x) = 3x+2 seklinde gosterebiliriz. Tanim kii-
mesinin elemanlart da 2 ve -3 olsun. Bu durumda deger kiimesinin elemanlart da
8 y=3(2)+2)1ve -7 [y=3 (-3)+2] olur. 2 girdisine 8 ¢iktisint atayan f ’yi gostermek
icin f(2)=8 yazilir ve “2 noktasinda f 8%e esittir” biciminde okunur. Benzer olarak

Jf(-3)=-7"dir.

2 Ug katini alip iki ekle > 8
Girdi Cikti

Bir fonksiyon i¢in girdi sayilarini temsil eden bir degisken bagimsiz degisken
olarak adlandirilir. Cikt1 sayilarini temsil eden bir degisken ise bagimli degisken ola-
rak adlandirilir. Clinkti alacagt deger, bagimsiz degiskenin aldigi degere baghidur.

v =f(x) sekildeki bir fonksiyonda, y bagimli degisken ya da fonksiyonun dege-
ridir. Tktisatta y degiskenine icsel degisken de denir. xise bagimsiz degisken ya da
fonksiyonun argtimanidir. x degiskenine ise genellikle dissal degisken denir.

J(x) fonksiyonu x’in herhengi bir degeri icin ) 'ye tek bir deger atarken farkli
fonksiyonel bicimlerde olabilir. y = a+Bx seklindeki bir fonksiyonda yunan alfabe-
sinden harfler olan a ve B parametre olarak adlandirilir. Parametre bir etki ya da
iliski gostermek icin kullanilan degiskendir. Parametrelerin sayisal degerleri belir-
lendikten sonra bagimsiz degiskenin farkli degerlerine gore fonksiyonun degerini
bulabiliriz. Ornegin basit Keynesyen tiiketim fonksiyonunda Tiiketim (C), harca-
nabilir gelir (V) ile iliskilendirilmektedir. Bu iki degisken arasindaki fonksiyonel
iliski €=200+0, 7Y, seklinde belirlenmis ve harcanabilir gelirin farkli degerlerine
bagli olarak tiiketim miktarlari hesaplanarak Tablo 2.2” de gosterilmistir.

A’dan B'ye bir f bagintisinin
bir fonksiyon olabilmesi icin
A kiimesinin her elemani B
kiimesinin tek bir elemani
ile eslenmelidir.

Tamim Kiimesi: Kuralin
uygulandig tiim girdi
sayllarinin kiimesidir.

Deger Kiimesi: Tiim cikti
sayllarinin kiimesidir.

igsel degigken: Degeri
model tarafindan belirlenen
degiskendir.

Digsal degisken: Degere
modelin diginda belirlenen
degiskendir. Bir modelde
icsel olan bir degisken
bagka bir modelde digsal
olabilir.
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Tablo 2.2
Keynesyen Tiiketim
Fonksiyonu

Yq 0 1000 2000 3000 4000
C 200 900 1600 2300 3000

Fonksiyonlarin Grafiklerinin Cizilmesi

Tablo 2.2’de bagimsiz degisken olan harcanabilir gelirin farkli degerlerine bagl
olarak bagimli degisken olan tiiketimin degerleri gosterilmektedir. Tlketim fonk-
siyonunun grafigini cizebilmek icin gerekli olan sirali ikilileri bu tablodan yararla-
narak elde edebiliriz. Sirali ikililer bir parantez icerisinde ve birbirinden virgtil ile
ayrilarak gosterilir. Parantezin icindeki ilk sayi fonksiyonun argtimanini, ikinci sa-
yi1 ise fonksiyonun degerini temsil eder. y =/(x) seklindeki bir fonksiyonda sirali
ikililer (x, ) biciminde gosterilir. Tablo 2.2’den elde edilen sirali ikililerden bazila-
11 (1000,900), (2000,1600), (3000,2300) seklindedir.

Swrali ikililer kartezyen dizlemi tizerinde isaretlendikten sonra belirlenen nok-
talar birlestirilerek fonksiyonun grafigine ulasilir. Kartezyen diizlemi eksen olarak
adlandirilan birbirine dik iki dogrunun kesistirilmesi ile olusturulur. Cizilen yatay
ve dikey eksenler belirli bir orijin (merkez ya da odak) noktasinda kesisir. Yatay
eksene ayni zamanda x ekseni, dikey eksene ise y ekseni denmektedir. Kartezyen
diizleminde x degiskeninin degerleri yatay eksende, y degiskeninin degerleri di-
key eksende olculir. X'in pozitif degerleri orijin noktasinin saginda, negatif deger-
leri ise orijin noktasinin solunda yer alir. y’nin pozitif degerleri orijin noktasinin ts-
tinde, negatif degerleri ise orijin noktasinin altinda gosterilir. Bir noktanin koordi-
natlar siralt ikilinin degerleridir ve diizlemde o noktanin adresini temsil eder. (x;,))
siralt ikilisinin x koordinatina apsis, y koordinatina ise ordinat adi verilir. Dolayi-
styla orijin (0,0) koordinatlari ile gosterilir.

Sekil 2.2°de tiiketim fonksiyo-

liketim
Fonksiyonu

1600

\ nu icin belirlenen sirali ikililer
¢ kartezyen diizleminde isaretlen-
mis ve sonrasinda bu belirlenen
noktalar birlestirilerek tiketim
fonksiyonunun grafigi elde edil-
mistir.

Bir fonksiyonun grafigi koor-
dinatlar1 sirali ikililer tarafindan
belirlenen tiim noktalarin birles-
tirilmesi ile elde edilir. Harcana-
bilir gelirin [0,2000] araliginda ta-
! nimlandig tiketim fonksiyonun

l : >Y afigi Sekil 2.2’de KM dogrusu
1000 2000 d | graligi Se 8
ile gosterilmektedir. Bu dogru

900

200

tablo 2.2’deki verilerden yararla-
nilarak isaretlenen ilk 3 nokta birlestirilerek elde edilmistir. Tablodaki diger siralt
ikililerden elde edilecek noktalarin da bu dogru tzerinde yer aldiklari gosterilebi-
lir. Bir noktadan sonsuz sayida dogru gecebilmesine ragmen, iki nokta birlestirile-
rek sadece bir dogru elde edilebilir.

Sekil 2.2’de gosterilmemesine ragmen aslinda kartezyen dizlemi ceyrek bol-
geler ya da quadrant olarak adlandirilan dort bolgeye ayrilmaktadir. Sekil 2.3’te
goriildiigii gibi 6rnegin 1. Ceyrek bolge x, > 0 ve y, > 0 olan tiim (x,, y,) nokta-
larint icerir.
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Y Ceyrek Bélgeler
A
Ceyrek Bolge Il Ceyrek Bolge |
® (X5,7,) ® (x.y))
X,<0, y,>0 X|>0, y|>0
> X
Ceyrek Bolge llI Ceyrek Bolge IV
® (x33) o (X4Yy)
X3<0, ¥Y3<0 X4 >0, y4<0

\

FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

Fonksiyonlari grafikler kullanarak gorsel olarak inceleyebilecegimiz gibi, matema-
tiksel 6zelliklerini kullanarak iktisadi acidan da yorumlayabiliriz. Bunun icin fonk-
siyonlarin temel 6zelliklerini bilmemiz gerekir. Ornegin sekil 2.2’de gosterilen tii-
ketim fonksiyonunda gelir arttikca tiiketim de stirekli artmaktadir. Tktisatta kullani-
lan baska fonksiyonlarda, fonksiyonun argiimanindaki artis sonucunda, degerinin
azaldigr da gorilebilir. Ornegin fiyatin bir fonksiyonu olarak ifade edilen talep
fonksiyonunda bir malin fiyati artinca talep edilen miktar azalmaktadir. Bu neden-
le artan ve azalan fonksiyon kavramlarini bilmek bizim icin ¢énemlidir.

Artan ve Azalan Fonksiyonlar
y =/(x) formundaki bir fonksiyonun x, > x, kosulunu saglayan iki arglimani x, ve
x,olsun. Eger

J(x,) 2 f(x,) ise fonksiyon artandir,

S(x,) > f(x,) ise fonksiyon kesin artandir,
S(x,) < f(x,) ise fonksiyon azalandir,
f(x,) < f(x,)ise fonksiyon kesin azalandur.

Bu tanimlardan hareketle, kesin artan fonksiyonun, ayn1 zamanda artan bir
fonksiyon oldugunu ve kesin azalan bir fonksiyonun ayni zamanda azalan bir
fonksiyon oldugunu soyleyebiliriz. Ancak bunun tersi gecerli degildir. Yani artan
bir fonksiyon, kesin artan bir fonksiyon olmayabilir. Ctinkii artan bir fonksiyonda
Jf(x,) =f(x,) olan bir bolge bulunabilir.

Artan ve azalan fonksiyon kavramlar ile iliskili olan bir baska konu da mono-
ton ve monoton olmayan fonksiyon kavramlaridir.

Monoton, Kesin Monoton ve Monoton Olmayan Fonksiyon
Eger bir fonksiyon

Artiyor ya da azaliyorsa buna monoton fonksiyon denir.

Kesin artiyor ya da kesin azaliyorsa kesin monoton fonksiyon denir.

Belli bir aralikta kesin artiyor ve baska bir aralikta da kesin azaliyorsa monoton ol-
mayan fonksiyon denir.
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Monoton olmayan fonksiyonlar birden fazla argtimant icin ayni degere sahip
olabilir. Ornegin monoton olmayan y=x? formundaki bir fonksiyonun degeri hem
x=-3 hem de x=3 icin 9’dur. Ancak kesin monoton fonksiyonlar herhangi bir argi-
mana sadece bir deger atar. Bu nedenle kesin monoton fonksiyonlar birebir fonk-
siyonlardir.

Birebir Fonksiyon

/:X — Y x'ten y'ye giden bir fonksiyon olsun. Eger her x,, x,e€ X icin
S(x)=f(x,) esitligi x,=x, esitligini gerektiriyorsa, yani X’in iki degisik elemanu,
Y’nin ayni elemanina gidemiyorsa o zaman f fonksiyonuna birebir fonksiyon
ad1 verilir.

Ters Fonksiyon
Herhangi bir birebir fonksiyonun tersi alinabilir. y =f(x) fonksiyonunun tersi
y=/"1(x) seklinde gosterilir. Fonksiyonun tersini bulmak icin énce x’i y cinsin-
den ifade ederiz, sonra da xlerle y’leri yer degistiririz. Ornegin y =/(x)=3+6x
fonksiyonunun tersini bulmak icin 6nce x’i y cinsinden ¢6zeriz.

6x=y-—3

11
Ty

Sonra da x’leri ve y’leri yer degistirerek ters fonksiyona ulasiriz.

IS PN S
y=f(x)= 2+6x

@

= ——
X

Minimum ve Maksimum Noktalar
Iktisadi analizde bir fonksiyonun minimum ya da maksimum degerlerini belirle-
mek ¢ok énemlidir. Ornegin bir tekelci firmanin kart maksimize etmek icin hangi
fiyati belirlemesi gerektigine ya da bir tireticinin maliyeti minimize etmek icin
emek ve sermaye girdilerinden ne kadar kullanmas: gerektigine karar verebiliriz.
Yerel maksimum ve yerel minimum kavramlart bir noktanin civarindaki fonk-
siyon degerlerinin davranist ile ilgili kavramlardir. Yerel maksimum noktasindaki
fonksiyon degeri o noktaya yakin noktalardaki fonksiyon degerlerinden daima bi-
yuk, yerel minimum noktasindaki fonksiyon degeri de o noktaya yakin noktalar-
daki fonksiyon degerinden daima kii¢iiktiir. Kisaca fonksiyonun belli bir aralikta-
ki en ytiksek degerine yerel maksimum, en dustik degerine de yerel minimum de-
nir. Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum noktalar1, fonksiyonun
extremum noktalaridir.

Ortalama Degisim Orani
y =/(x) fonksiyonunun [x,, y,] kapali araliginda oartalama degisim orani soyle he-
saplanir.

Ay _ fGr)— f(x)

Ax X, — X,
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Ornegin daha 6nce harcanabilir gelirin bir fonksiyonu olarak belirledigimiz
C=C(Y )=200+0, 7Y, seklindeki tiiketim fonksiyonumuzu ele alalim. Bu fonksiyo-
nun [1000, 4000] kapali araliginda ortalama degisim oranini hesaplayabilmek icin
oncelikle harcanabilir gelirin 1000 ve 4000 oldugu durumlarda fonksiyonun dege-
rini hesaplamamiz gerekir.

Bu amacla € (1000)=900 ve C(4000)=3000 degerlerini hesaplariz. Buldugumuz
degerleri de formtulde yerine koyarsak

AC  C(4000)— C(1000) 3000 —900
AY,  4000—1000 3000

0,7

Dogrusal bir fonksiyonda ortalama degisim orani sabittir ve fonksiyonun egimi-
ne esittir. Dogrusal olmayan bir fonksiyonun ortalama degisim orani ise sabit de-
gildir. Degisim oranmnin hesaplandigi araliga baglh olarak degisir.

Biikeylik
Iktisatta 6nemli konulardan bir tanesi de azalan marjinal fayda konusudur. Orne-
gin cok a¢ oldugunuz bir zamanda yediginiz ilk dilim pizzanin faydasi ile dordiin-
cui dilim pizzanin faydasi farkli olacaktir. Pizza yemeyi stirdiirdiiglimtiz zaman fay-
da artacak ancak azalarak artacaktir. Dolayisiyla boyle bir gercegi yansitan fayda
fonksiyonunu dogrusal bir fonksiyonla gosteremeyiz. Clinkii dogrusal fonksiyon-
da egim sabit oldugundan yediginiz her dilim pizzanin faydas: esit olacaktir. Bu
nedenle fayda fonksiyonlart bikiimli olarak cizilerek y ekseninde faydaya, x ek-
seninde de kullandigimmiz ya da tiikettigimiz maddeye yer verilir.

Tek degiskenli bir fonksiyonun buikeyligi, grafigi tizerinde iki noktasini birles-
tiren kirisin durumuna gore belirlenir. Yukari ve asagi bikey fonksiyonlarin gra-
fikleri sekil 2.4’te gosterilmistir.

y=/(x)=ax+b formundaki
dogrusal fonksiyonun
sifirdan farkl bir aralik igin
ortalama degisim orani
fonksiyonun egimi olan a'ya
esittir.

/ Y Y

A A

>

> X L > X

Y Y
A 4

> X

K (b) Asagi Biikey (konkav) fonksiyon

Yukar: Biikey ve
Asag Biikey
Fonksiyonlar
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/D(m

ogrusal Fonksiyon

Grafikleri

\

Eger fonksiyonun grafigi tizerinde alinan herhangi iki noktay: birlestiren Kkiris
daima grafigin tizerinde kaliyorsa f fonksiyonuna yukar: biikkey veya konveks
fonksiyon, eger kiris daima grafigin altinda kaliyorsa f fonksiyonuna asagi biikkey
veya konkav fonksiyon denir. Bir fonksiyon belli bir aralikta yukar biikey, baska
bir aralikta asagi blikey de olabilir. Bir fonksiyonun biikeyliginin degistigi noktaya
bikim noktas: denir.

DOGRUSAL FONKSIYONLAR

Dogrusal fonksiyonlarla iktisatta cok sik karsilasiriz. y =f(x)=ax+b bicimindeki bir
fonksiyon dogrusal fonksiyon olarak tanimlanir. Bu fonksiyonun kartezyen diizle-
mindeki garfigi de diiz bir dogru seklinde olur. x icin herhangi bir deger alirsak:

Jx+1) —f(x)=a(x+1)+b— ax— b=a dir. Buna gore a parametresi, x 'teki 1 bi-
rimlik degisim sonrasinda fonksiyonun degerindeki degisimi olcer. Bu nedenle a,
dogrunun ve fonksiyonun egimini verir. Eger a pozitif ise, dogru saga yukart yo-
ne meyilli olur. @'nin degeri arttikca dogru da diklesir. Ancak a negatif ise dogru
saga asagi yonde cizilecektir. =0 olmasi durumunda ise tim x degerleri icin
y=ax+b=b olacagindan dogru x eksenine paralel olur. Bu ti¢ farkli duruma gore c¢i-
zilen fonksiyon grafikleri sekil 2.5’te gosterilmektedir. Dogrunun y eksenini kesti-
gi noktaya y kesisimi adi verilir. x=0olmast durumunda y=>b oldugundan, b kisaca
2y kesisimi ya da kesisme terimi olarak adlandirilir.

~

o
~<
é
+
o
i~
A
L
o

y=b (a=0)

/b y=ax+b (a>0)

> X > X > X

/

SIRA SiZDE

7,

1998-2010 donemi icin tahmin edilen asagidaki elma talebi fonksiyonunda egimi hesapla-
yarak yorumlayiniz. Esitlikte p fiyati, q ise kisi basina talep edilen elma miktarin1 goster-
mektedir. g=-0,26p+0,57

Dogrusal Fonksiyonun Egimi

Tek degiskenli dogrusal bir fonksiyonunun egimi fonksiyonun argtimanindaki bel-
li bir degisime karsilik degerindeki degisimi ifade eder. x, ve x,(x;#x,) gibi her-
hangi iki noktasi belirlenen y=ax+b bicimindeki dogrusal fonksiyonda egim

Jfx) = fx)

Xy =X

Y2 =
Xy =X

_ (ax, +b)— (ax, +b):a

Xy =X

formult ile hesaplanir.

Burada f{(x,) —f(x,) fonksiyonun degerindeki degisimi, x,— x, ise fonksiyo-
nun argiimanindaki degisimi gostermektedir. Elde edilen sonuca gore dogrusal bir
fonksiyonun egimi sabittir ve a parametresine esittir.
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Nokta-Egim Formiilii
Uzerindeki herhangi bir noktanin koordinatlari ve egimi bilinen bir dogrunun
fonksiyonel bi¢imi rahatlikla belirlenebilir. (x,, y,) noktalarindan gecen ve egimi a
olan dogrunun denklemi

Y=y, =alx-x,)

formiilii ile hesaplanir. Burada (x,, y,) dogru tizerinde bilinen bir noktanin ko-
ordinatlaridir. x ve y ise dogru tzerindeki herhangi bir noktanin koordinatlarini
temsil eden degiskenlerdir.

Nokta-Nokta Formiilii
Xx; #Xx, olmak kosulu ile (x,, y,) ve (x,, y,) noktalarindan gecen bir dogrunun
denklemini elde etmek icin:

e Dogrunun egimi g = 27N formiilii ile hesaplanir.
Xy =X

e Egim icin bulunan deger nokta-egim formiliinde yerine koyulur.
y—2; = alx-x,) Burada a yerine onu olusturan ifade koyulursa

y=W :u(x_xl)
Xy =X

Bir malin talebinin fiyatin dogrusal bir fonksiyonu oldugunu varsayalim. Fiyat (P) 10 iken
talep edilen miktar (Q) 200 birim ise ve fiyat 15’e ¢iktiginda talep edilen miktar 150 biri-
me diisiiyorsa dogrusal talep fonksiyonunu belirleyeniz.

Dogrusal Fonksiyonlarin iktisadi Uygulamalari
Tiiketim Fonksiyonu: Keynesyen makroekonomik teoride, mal ve hizmetlere ya-
pilan toplam tiiketim harcamalari (C), harcanabilir gelirin (Y,) bir fonksiyonudur.

sz (Yd)
Tiketim fonksiyonunun dogrusal oldugu varsayilirsa
C=d+bYd

seklinde ifade edilir. Burada egimi ifade eden b, iktisatta marjinal tiikketim egi-
limi olarak adlandirilir. Harcanabilir gelirin ve titketimin milyon ¥ olarak 6l¢iildu-
giinli diistintirsek marjinal titketim egilimi, harcanabilir gelirdeki £1 milyon’lik ar-
tis sonucunda titketimin ka¢ milyon ¥ artacagini gosterir. Marjinal tiikketim egilimi
0 ile 1 arasinda bir deger alir. Bunun anlami harcanabilir gelir ile tiikketim arasinda
pozitif bir iliskinin oldugu, yani harcanabilir gelir arttiginda tiketimin de artacagt
ancak tiketimdeki artisin, gelirdeki artis kadar olmayacagidir. Fonksiyonun kesis-
me terimi olan « ise iktisatta otonom harcamalar olarak adlandiriir. Bu da gelirin
olmamasi ya da sifira esit olmast durumunda yapilacak tiiketim harcamalarinin di-
zeyini temsil eder.

Turkiye ekonomisine ait makro tiiketim fonksiyonu 1998’in 1. ¢ceyregi ile 2011’in
2. ceyregi arasindaki veriler kullanilarak asagidaki gibi tahmin edilmistir.

C'= 860851,9+0,69Y,

Burada marjinal tiikketim egilimi 0,69 olarak belirlenmistir. Yani gelirdeki 1 bi-
rimlik artis sonucunda tiitketim harcamalar1 0,69 birim artmaktadir.

Y XTXTD
10
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Arz ve Talep Fonksiyonlari

Bir malin talep edilen miktart piyasa fiyatina baglidir. Bu iliskiyi O=/(P) seklinde
gosterip talep fonksiyonu olarak adlandiririz. Herhangi bir mal icin talep fonksiyo-
nu tiretildikten sonra grafigini de rahatlikla cizebiliriz. Ancak burada matematikci-
lerle iktisatcilar arasinda bir ayrim s6z konusudur. Matematikciler, miktar: (Q) du-
sey eksende ve fiyat (P) yatay eksende gosterirler. iktisatta ise her ne kadar teori-
de talep edilen miktarin fiyatin bir fonksiyonu oldugu soylense de uygulamada 6n-
celikle P=g(Q) seklindeki ters talep fonksiyonu tiretilip daha sonra grafikte fiyat
diisey eksende, miktar ise yatay eksende gosterilir. Bu 19. Yiizyilin sonlarinda In-
giliz Tktisatct Alfred Marshall'in calismalarindan sonra iktisatta standart uygulama
haline gelmistir.

P=q(Q) seklindeki bir talep fonksiyonundan sadece fiyatin miktarin bir fonksiyo-
nu oldugunu 6greniriz fakat bu iki degisken arasindaki iliskinin yont hakkinda bir
bilgi elde edemeyiz. Bunun icin iktisat teorisi ve ampirik analiz yardimi ile belirle-
necek fonksiyonu bilmemiz gerekir. Fonksiyonun dogrusal oldugunu varsayarsak

P=g(O)+b seklinde ifade edebiliriz. Gercekte fiyat ve miktar arasindaki ilgkiler
cok daha karmasik olabilir. Ancak gercek iliski hakkinda bir 6n bilgi vermesi ve
matematiksel islemlerin kolayligi acisindan dogrusal fonksiyon tercih edilmektedir.
Sonugta iktisadi modeller bir iktisadi sorunun temel ¢zelliklerini ortaya koymami-
za yardimci olacak ve lzerinde rahatlikla degisiklikler yapabilecegimiz, gercegin
bir soyutlamasidir. Kacinilmaz olarak modelin gercekeiligi ile matematiksel kolay-
lig1 arasinda bir tezat s6z konusudur. Model gercege yaklastikca kullanilan mate-
matigin karmasikligi da artmaktadir.

Tipik bir dogrusal talep fonksiyonu Sekil 2.6'nin a bolimunde gosterilmekte-
dir. Tktisat teorisine gore, fiyat artigi zaman, talep edilen miktar diser, yani dog-
runun e@imi negatiftir. Matematiksel olarak fiyat miktarin azalan bir fonksiyonu-
dur. Sekil 2.6'nin a béliimiinde gorildigi gibi a < 0 ve b> 0 dir.

/Tm

alep ve Arz
Fonksiyonlart

~

P=aQ+b

P=aQ+b

(@) (b)

/

Ayni zamanda treticilerin belli bir zamanda arz etmek istedikleri miktar malin
fiyatina baglidir. Tipik bir dogrusal arz fonksiyonunun grafigi Sekil 2.6'nin b boli-
miinde gosterilmektedir. Tktisat teorisine gore fiyat artarsa arz edilen miktar da ar-
tar. Matematiksel olarak fiyat miktarin artan bir fonksiyonudur. Fiyattaki artis, mev-
cut firmalari Gretimlerini arttirmaya ve yeni firmalari piyasaya girmeye tesvik eder.
P=a (Q)+b seklinde gosterilen arz fonksiyonunda egim a > 0 ve kesisme terimi b >
0 olur.
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Piyasa Dengesi

Arz ve talebin birbirine esit olduklari yerde piyasa dengesi saglanmis olur. Bu da
arz ve talep egrilerinin kesistikleri yerde gerceklesir. Bu noktada arz edilen miktar
tam olarak talep edilen miktara esittir. Bu durumda ortaya cikan fiyata denge fiya-
tt () ve miktara, denge miktart (Q° ad: verilmektedir. Arz ve talep egrileri ile pi-
yasa dengesi Sekil 2.7°de gosterilmektedir. Arz ve talep fonksiyonlarinin grafikleri
dogrusal olabilecegi gibi, fonksiyonun yapisina bagli olarak sekil 2.7’ nin a boli-
miinde oldugu gibi egrisel de olabilir.

A Arz Egrisi A

5
2 s

0] N,

E Talep Egrisi

> >Q
Qe Q

(2
-

Piyasa Dengesi

Qp=100— P seklindeki talep fonksiyonunu ve Qg¢=10+2P seklindeki arz fonksi-
yonunu ele alalim. Fiyati esitligin sol tarafinda yalniz birakirsak ters talep fonksiyo-
nu P =100 — Q, ve ters arz fonksiyonu P = %QS —5 seklinde olur. Dengede talep
edilen miktar arz edilen miktara esittir (Q,;=Qy). Dolayistyla 100-P=10+2P ve 3P=90
bulunur. Buradan denge fiyati 7°=30 olarak belirlenir. Bunu arz veya talep esitlikle-
rinden herhangi birisinde yerine koyarak denge miktarint Q°=70 olarak hesaplariz.

Piyasa dengesini geometrik ya da cebirsel yontemler kullanarak belirleyebile-
cegimiz gibi, farkli fonksiyonlar icin kullanabilecepimiz genel bir formil de tiire-
tebiliriz. Denge fiyati ve denge miktarinin hesaplanmasinda kullanabilecegimiz ge-
nel formili tiretmek amaciyla ters talep fonksiyonunun P=a-bQ,, ve ters arz
fonksiyonunun P=c+dQ, biciminde oldugunu varsayalim. Dengede a-bQ=c+dQ
olur. Buradan a—c=(b+d)Q ve Q¢ = 47C i,

b+d

Denge miktarint hesaplamak icin kullanacagimiz bu formulu talep esitliginde

yerine koyarak denge fiyatinin hesaplanmasi icin gerekli formuli tiretebiliriz.

P —ab a—c|_ _b(a—c):a(b—i—d)—b(a—c)
b+d b+d b+d
_ab+ad—ab+bc ad+bc
B b+d  b+d

Elde ettigimiz bu genel formiilleri herhangi bir dogrusal arz-talep fonksiyonu-
na uyarlayarak denge miktarini ve fiyatini kisa yoldan hesaplayabiliriz.
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Talebin fiyat esnekligi,
fiyattaki degisimlere talebin
duyarhiligini dlger. e<1 ise
talep esnek degil, e=1 ise
birim esnek, e>1 ise talep
esnek denir.

SIRA SiZDE 7
=

Esneklik

Firmalar icin 6nemli olan fiyat degistigi zaman toplam hasilanin bundan nasil etki-
lenecegini bilmektir. Negatif egimli bir talep egrisinde fiyat distigi zaman talep
edilen miktar artar. 7R = PQ oldugundan ve birbirine zit yonde hareket eden
(PU Q1 iki degerin carpilmasi ile elde edildiginden, bundan toplam hasilanin
nasil etkilenecegi talep ve miktardaki ytizde degisimlere baglidir. Miktardaki % de-
gisme, fiyattaki ylizde degismeden fazla ise firmanin toplam hasilas: artar. Bu du-
rumda talebin fiyat degisimlerine duyarliliginin fazla oldugunu ya da kisaca talebin
esnek oldugunu soyleriz. Miktardaki yltizde degisimin, fiyattaki ytizde degisimden
az olmasi durumunda ise talep fiyat degisimlerine nispeten duyarl degildir ve ta-
lep esnek degildir. Bu durumda firma triintin fiyatint arttirarak toplam hasilasint
arttirabilir. Fiyat ve miktardaki yiizde degisimlerin birbirine esit olmasit durumunda
ise toplam hasila degismez. Bu durumu ifade etmek icin ise birim esnek kavrami

kullanilir.
talep edilen miktardaki % degisim

Talebin fiyat esnekligi €, =— formulu ile
hesaplanir. Siyattaki % degisim
AQ
—=x100
L BAQ_Q e - R0 P
= == a=
%AP %x 100 AP0

Talep egrisi negatif egimli oldugundan fiyattaki pozitif degisim, miktardaki ne-
gatif degisime neden olur. Dolayisiyla esneklik degeri her zaman negatif olur. For-
milin ontindeki (-) isareti ise esneklik degerini pozitif hesaplamamizi saglayan bir
yontemdir.

Talebin fiyat esnekliginin hesaplanmasinda kullanilan iki yaklasim vardir. Bun-
lar nokta esnekligi ve yay esnekligidir.

Yay Esnekligi

Yay esnekligi fonksiyon tizerindeki bir aralikta esnekligi olcer. Esnekligin hesap-
lanmasinda araligin baslangic ve bitis noktalarindaki fiyat ve miktarlarin ortalama-
lart kullanilmaktadir.

1
—|P, + P,
0 SRFRL a0 man
1
AP E[Q1+Q2] AP 0, +0,

Talep fonksiyonu ise fiyatin 210’dan 200’e diismesi durumuda yay esnekliginin degerini
hesaplayiniz.

Nokta Esnekligi

Esneklik degeri belli bir aralikta degil, bir noktada da hesaplanabilir. Yay esnekli-

gi formulundeki AQ/AP orani talep egrisi Gizerindeki iki noktay: birlestiren kirisin

egimidir. Bu iki nokta birbirine yaklastik¢a, yani AQ ve AP ve sifira yaklastikca, yay

bir noktaya dontstr ve kirisin egimi o noktada cizilen tegetin egimine yaklasir.
Kisaca lim A0 = Z—g olur. Bundan yararlanarak nokta esnekligi formiilint

20-0 AP
belirleyebiliriz.
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. - P P a0 dQ
Q dp
iktisatta genellikle talep esitlikleri fiyat1 miktarin bir fonksiyonu olarak P=/(Q)
biciminde verir. Fakat nokta esnekligi formulinde kullandigimiz aQ tirevi icin
miktart fiyatin fonksiyonu olarak ifade etmemiz gerekir.
a< 0 ve b>0kosulunu saglayan P= aQ+b seklinde dogrusal bir talep fonksi-

yonu alalim. Oncelik]e miktari fiyatin bir fonksiyonu olarak ifade edersek

aQ=P-b Q= —(P b) olur. Bu fonksiyonda j—g = 1 dir.

Talebin fiyat esnekhg1 formulinde Q yerine (1/a) (P b) ve dQ/dP yerine 1/a
yazarsak

L P xl— —-P
(1/a)P—b) a P-D
P

€= bulunur.
b—P

Esnekligi hesaplamakta kullanacagimiz bu formiilde a yer almaz. Yani esnek-
lik dogrusal talep fonksiyonlarinin egimlerinden bagimsizdir.

Dogrusal bir talep egrisi boyunca esneklik farkli degerler alir. Bu sekil 2.8'de
gosterilmektedir.

b/2

-b/2a -b/a

\

Dogrusal Talep
Egrisi Boyunca

Esneklik Degerleri

Talep fonksiyonunun P=aQ+b oldugu hatirlanirsa grafigin disey ekseni kestigi

noktayt bulmak icin O=0 dersek buradan P=b bulunur. Bu noktadaki esneklik de-

geriise €= bb_b = % =00 dur. Grafigin yatay ekseni kestigi noktada P=0 dir. Bu

noktadaki esneklik degeri ise € = =0 olur. Talep egrisi boyunca sol

b0 b
yukaridan sag asagiya dogru hareket edildikce esneklik o ile 0 arasinda degerler

almaktadir. e=1 oldugunda talebin birim esnek oldugunu belirtmistik. Talebin bi-

rim esnek olmasi durumda fiyati da rahatlikla belirleyebiliriz.
Py pvr o2pp b2
b—P
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Fiyat icin buldugumuz bu degeri dontstirtlmus talep fonksiyonunda yerine
koyarsak €=1 durumundaki miktari buluruz.

1(b b
=—|=——b
o35

Talep egrisinin tam orta noktasinda talep birim esnektir. Bu noktanin solunda

€>1 oldugundan talep esnektir. Bu noktanin saginda ise €<1 oldugundan talep es-

nek degildir.

7 Talep fonksiyonu Q=4P=60 olarak verilmisse, Talebin birim esnek oldugu durumda fiyat ne
- kadardir?

KARESEL (KUADRATIK) FONKSIYONLAR

Iktisatta kullanilan tim fonksiyonlar dogrusal degildir. Arz ve talep fonksiyonlari-
nin dogrusal oldugunu varsayarak matematiksel analizi daha kolay hile getirebi-
liriz ancak bu gercekeilikten uzaklasmamiza neden olur. Arz ve talep fonksiyon-
larinin grafikleri egrisel olabilir ve bu fonksiyonlart belirlemek icin daha karmasik
fonksiyonel iliskilere ihtiyac duyabiliriz. Arz ve talep haricinde de iktisadi iliskile-
rin cogunda fonksiyon grafikleri ya 6nce azalip bir noktada minimum yaptiktan
sonra tekrar artar; ya da once artip bir noktada maksimum yaptiktan sonra azal-
maya baslar. Bu tiir dogrusal olmayan iliskileri ifade etmek tzere karesel fonksi-
yonlart kullanabiliriz. Dogrusal olmayan fonksiyonlarin en basit bicimi karesel
fonksiyonlardir.

Karesel Fonksiyonlarin Coziimii
a, b, ¢ sabit sayilar ve a# 0 olmak tizere, f(x) fonksiyonu ancak ve ancak
J(x)=ax?+bx+c biciminde yazilabiliyorsa, ffonksiyonu bir karesel fonksiyondur.

—b+b* —4ac
2a

da coztimle ilgili Gi¢ farkli durumla karsilasabiliriz. Karesel fonksiyonun ya iki ¢o-

Karesel fonksiyonun ¢ozimi x = formult ile bulunur. Bura-

zimi vardir, ya tek ¢ozimu vardir, ya da ¢ozimi yoktur. Cozim sayist formilde
karekok icindeki ifadenin (b%- 4ac) pozitif, sifir ya da negatif olmast ile ilgilidir.
o b’4ac >0 ise iki ¢coziim vardir. Bunlar:

. _ —b++b* —4ac . —b—~b* —4ac

1 e X, =—— ile bulunur.
2a

2a
e bP~4ac =0 ise tek coziim vardir.

2a 2a

e bP4ac <0 ise coziim yoktur ciinkii negatif bir ifadenin karekokti bulunamaz.

SIRA SIZDE e 7 f(x) = —x? — 4x+12 fonksiyonunun ¢oziimiinii bulunuz.
]

Karesel bir fonksiyonun ¢ozimiini bulmak icin kullanilabilecek olan bir baska
yontem c¢arpanlara ayirmaktr. Ornegin

x2+3x+2= (x+1)(x+2) seklinde carpanlarina ayrilabilir. Dolayistyla

x°+3x+2= 0 fonksiyonunun c¢oziimiinde x+1=0 ya da x+2=0 olur. Buradan
fonksiyonun iki ¢oziimii oldugunu belirleriz: x;= -1 x,= -2

e
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Ancak her zaman fonksiyonu kolayca carpanlarina ayirabilecek kadar sansli olma-
yabiliriz. Bu durumda ¢oziime ulasmak icin yukarida verilen formiil kullaniimalidir.

Karesel Fonksiyonlarin Grafigi

JSx)=ax+bx+c karesel fonksiyonunun grafigi parabol olarak adlandirilir. (iktisat-
ta genellikle parabol yerine U seklinde kavrami kullanilir) Eger a >0 ise garfik yu-
kari dogru genisler. (sekil 2.9 a) Bu durumda paraboliin yukari dogru genisledigi
soylenir. Kisaca grafik Useklindedir. Eger a <0 ise parabol asagi dogru acilmakta-
dir. (Sekil 2.9 b) Kisaca grafik ters U seklinde olur.

-

Y
A Simetri Ekseni

\ ' Simetri Ekseni

NN /

Tepe Noktasi

A

\
\

a> 0, yukari dogru genisler a < 0, asag dogru genisler

@ (b)
\_

Tepe Noktasi

\
X

Karesel
Sfonksiyonun grafigi

Her parabol, simetri ekseni olarak adlandirilan dikey bir eksene gore simetrik-
tir. Simetri ekseninin paraboli kestigi noktalar tepe noktalaridir. a >0 ise parabol
yukart dogru genisler ve tepe noktasit minimumu temsil eder. Yani fonksiyon bu
noktada bir minimum degere sahiptir.

J(x)=ax?+bx+c fonksiyonunda a >0 ise x = _2£ oldugunda fonksiyon mini-
a
mum degere sahiptir. (Sekil 2.9 a) x’in bu degerine karsilik gelen y koordinati

x=f (—i)’ dir. Boylece tepe noktast [—i, f(= i)] olarak belirlenir.
2a 2a 2a

J(x)=ax?+bx+c fonksiyonunda a <0 ise x = —23 oldugunda fonksiyon mak-
a
simum degere sahiptir.(Sekil 2.9 b)

Paraboliin x eksenini kestigi nokta ya da noktalar fonksiyonun ¢oztimiinden el-
de edilir. Paraboliin y eksenini kestigi nokta (y kesisimi) ise x yerine sifir koyula-
rak hesaplanir. Buna gore y kesiseni ¢ 'ye esittir.

Tepe noktasini, y kesisimini ve paraboliin x eksenini kestigi nokta ya da nok-
talart belirledikten sonra karesel fonksiyonun grafigini cizebiliriz.

y=f(x)=ax*+bx+c seklindeki karesel fonksiyonun grafigi bir paraboldiir.

e Temel sekil belirlenir : @ >0 ise parabol yukari dogru genisler, a <0 ise asa-
g1 dogru genisler b
e Tepe noktast |——, f(— —)] ile belirlenir.
2a 2a
e Paraboliin y eksenini kestigi nokta ¢ 'dir.

e Parabolin x eksenini kestigi nokta (varsa) fonksiyonun ¢oztimiinden elde
edilir.
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Karesel Fonksiyonlarin iktisadi Uygulamalari

Arz ve Talep Fonksiyonlari
Arz ve talep fonksiyonlari dogrusal fonksiyonlarla olabildigi gibi, karesel fonksi-
yonlarla da gosterilebilir. Ornegin arz fonksiyonu P=207 +10Q4+10 fonksiyonu ile,
talep fonksiyonu da P=—Q32 —50Q,+52 fonksiyonu ile ifade edilmisken, denge fiya-
tint ve miktarini belirleyelim.

Dengede arz edilen miktar talep edilen miktara esit olur (Q¢=0,,). Denge mik-
tarina Q dersek arz ve talep esitliklerini

P=20Q*-100+10

P=—Q?-50+52

Seklinde gosterebiliriz. Her iki fonksiyonda esitligin solunda P yer aldigindan
20°+100+10=—Q*-5Q+52

Ortak terimleri bir araya toplarsak

30%+150Q — 42=0 esitligini elde ederiz. Sadelestirmek icin esitligin her iki tarafi-
n1 tice bolersek Q?+5Q— 14=0 esitligine ulasiriz. Bu da Q cinsinden karesel bir esit-
liktir. Bu esitligi cozerek denge miktarina ulasabiliriz.

0- 5445 —4()(—14) —5+/81

2(1) 2
_ —5+9
2
Q,=—7 ve Q,=2 bulunur. Burada Q;=-7 ¢6ziimii ihmal edilebilir ¢linkii negatif
miktarin iktisadi acidan bir anlam: yoktur. Dolayisiyla denge miktari 2’dir. Denge
fiyat1 ise miktar icin elde ettigimiz degeri baslangictaki arz ve talep esitliklerinden
herhangi birisinde yerine koyarak hesaplanabilir. Arz esitliginde yerine koyarsak:

P=2(2)?+10(2)+10=38 Denge fiyat1 da 38 olarak belirlenir.

Karesel Arz ve
Talep
Fonksiyonlarinin
Grafikleri

PA \

Arz

(-7,38) (2.38)

C
7

Talep
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Burada matematiksel olarak iki ¢6ziim bulunmasina ragmen biri iktisadi acidan
anlamli olmadigindan kullanilmamistir. Fonksiyonlarin grafikleri ile denge ¢ozimu
sekil 2.10’da gosterilmektedir. Arz ve talep esitliklerinin iki noktada kesistikleri go-
rilmektedir. Ancak iktisatta fiyat ve miktar pozitif olmalidir. Bu nedenle fonksi-
yonlar kartezyen diizlemin sag tist kosesinde yer alan birinci ceyrek bolgede ta-
nimlanir. Ornegimizde bu bolgede yer alan sadece bir kesisme noktast vardir. O
da (2,38) noktasidir.

Hasila, Maliyet ve Kar Fonksiyonlari

Farkli amaclart da olabilmesine ragmen bir firmanin en temel amaci karint maksi-
mize etmektir. Kar yunan alfabesinden w harfi ile gosterilir ve tanim olarak toplam
hasila ile toplam maliyet arasindaki farka esittir.

n=TR-1C

Toplam hasila bir firmanin, sattigi mallardan elde ettigi kazanctir. Toplam ma-
liyet ise firmanin, mallarin Gretimi icin harcadigt para miktaridir.
Bir firma Q miktarindaki mali, P fiyatindan satarsa elde edecegi kazang

TR=PQ kadar olur.

Dogrusal bir talep fonksiyonumuz varsa
P=aQ+b (a<0, b>0) Toplam hasila fonksiyonunu rahatlikla belirleyebiliriz.
TR = PQ
= (aQ+b)Q
- 4 hO
Bu karesel fonksiyonda a <0 oldugundan TR fonksiyonunun grafigi ters U sek-
linde olur. (Sekil 2.11) ¢ = 0 oldugundan egri diisey ekseni her zaman orijinde ke-
ser. Bu aslinda beklenen bir durumdur. Ciinki fonksiyonun grafiginde diisey ek-

seni kestigi noktay1r Q=0 vererek buluruz. Yani hi¢ mal satilmazsa bunun sonucun-
da toplam hasila da sifir olur.

Toplam maliyet fonksiyonu /TR
(TCO) ise uretim maliyetlerini ¢ikti- ’
nin (Q) bir fonksiyonu olarak gos-
terir. Uretim miktar: artuginda, ma-
liyetler de artacagindan 7C fonksi-
yonu artan bir fonksiyondur. An-
cak kisa donemde bu maliyetlerin

2
bir kismi sabittir. Sabit maliyetler TR=2Q+bQ
(FCO), toprak, makine techizat, bina
gibi kisa donemde degistirilmesi 0 > Q

zor olan maliyetleri icerir. Uzun do- k

m

Toplam Hasila
Fonksiyonu

nemde ise tim maliyetler degisken-
dir. Degisken maliyetler (VC) ise tretim diizeyi ile birlikte artugindan, hammadde,
enerji, vasifsiz is¢i maliyetleri gibi maliyet kalemlerini icerir. Eger degisken maliyet
ciktinin birim maliyetini ifade ediyorsa, bu durumda Q birim malin tretimindeki
toplam degisken maliyet (7VC)

TVC = (VO Q formult ile hesaplanir.
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Sabit ve degisken maliyetlerin toplamindan olusan toplam maliyet ise

TC= FC+ (VO Q formiili ile bulunur. Eger birim basina degisken maliyet sabit-
se, TC fonksiyonu dogrusal bir fonksiyon olur. Y kesisimi FC'ile ve egimiVC ile
belirlenir.

SIRA SiZDE 1
=

Basitlestirilmis varsayimlara gore toplam maliyet fonksiyonunu dogrusal olarak belirle-
dik. Ancak Mikro iktisat derslerinizde kullandiginiz toplam maliyet fonksiyonunun bicimi
daha farklidir. Bu farkin nedenleri nelerdir ve iktisat teorisine gore toplam maliyet fonk-
siyonunun bicimi nasil olmalidir?

Ekonomik acidan her ne kadar bu fonksiyon 6nemli de olsa firmalar arasinda
karsilastirma yapmak icin yeterli degildir. Ornegin Uluslararast bir traktor firmasi-
nin biri Turkiye'de digeri de Almanya’da olmak tzere iki Giretim tesisi oldugunu
varsayalim. Bu tesislerden Tiirkiye'de olanin yillik toplam maliyeti £50 milyon, Al-
manya’da olaninki ise £200 milyon olsun. Tiirkiye'deki tesisin yillik toplam mali-
yeti daha dustk oldugu icin bunu daha verimli ya da daha basarili olarak deger-
lendiremeyiz. Bu analizi yapabilmek icin ayni zamanda her iki tesiste Uretilen top-
lam traktor sayisini da bilmemiz gerekir. Dolayistyla burada 6nemli olan toplam
maliyet degil, traktor basina ortalama maliyettir. Eger Almanya’daki fabrika yilda
100.000, Turkiye’deki fabrika yilda 20.000 tarktor tretiyorsa bu durumda ortalama
maliyetler
_ 200.000.000 _ 2000 AC, = 50.000.000

100.000 20.000
Bu durumda Almanya’daki tesisin ortalama maliyeti daha distik oldugundan

AC, =2500 olarak hesaplanir.

daha verimli calistigint soyleyebiliriz.
Genel olarak ortalama maliyet fonksiyonu (AC) toplam maliyet fonksiyonunu
ciktiya bolerek elde edilir.

TC FC+(VC)Q FC (VO@
—_———_— = = + -
0 0 0 1]

:E +VC
Q

AC

Ornegin sabit maliyetler 2000 ve degisken maliyetler birim basina 5 ise, 7C ve
AC fonksiyonlarini belirleyerek grafiklerini ¢izelim.
7C=2000+5Q olur. Buradan ortalama maliyet de

AC = % + 5 olarak belirlenir.

Toplam maliyet fonksiyonu dogrusal bir fonksiyon oldugundan grafiginde y
kesisimi sabit maliyete ve egimi de degisken maliyete esit olur. Ortalama maliyet
fonksiyonunun grafigi ise L seklinde olur.
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/ Toplam ve
TC“ AC A Ortalama Maliyet
Fonksiyonlari
AC= 2000 +5
Egim=VC=5
Y kesisimi=FC=2000 5
> Q > Q

\

Eger Uretim dizeyi disikse FC/Q degeri buytir. Bu nedenle AC grafigi dustk
ciktr diizeylerinde hizla yukart dogru yonelir. Uretim diizeyi artuginda ise FC/Q de-
geri azalacagindan garifik asagi dogru yonelerek diizlesir. Clinkti sabit maliyet cok
sayida birim tzerine bolinmektedir. Bu nedenle AC egrisi L seklindedir.

Toplam hasila ve toplam maliyet fonksiyonlarint birlikte inceleyerek firmanin
basabas noktalarini bulup, kar ve zarar ettigi bolgeleri belirleyebiliriz.

Sekil 2.13’de TR ve TC fonksi-

yonlarinin grafikleri birlikte goste-

rilmistir. Bu grafikler talep fonksi- TRA

yonunun dogrusal oldugu ve buna TC

bagli olarak TR fonksiyonunun ka-

resel oldugu, birim basina degis- Maksimum Kar

ken maliyetin sabit oldugu ve bu-
na bagli olarak da toplam maliyet
fonksiyonunun dogrusal oldugu
varsaymmlarina gore olusturulmus-
tur. Grafikte yatay eksende cikti Q
gosterilmektedir. Ancak ¢iktt bu iki ;
fonksiyon icin degisik anlam tastr. IQA
Hasila fonksiyonu icin Q satilan

Qg

Toplam Hastla ve
Toplam Maliyet
Fonksiyonlari

mallarin miktarint gosterir, maliyet
fonksiyonu icin ise tiretim miktaridir. Bu iki fonksiyonu ayni garfik izerinde goste-
rerek iki fonksiyon icin Q degerinin birbirine esit oldugunu, yani firmanin Grettigi
tim mallart sattigini varsaytyoruz.

iki egri A ve B noktalarinda kesismektedir ve bu iki noktadaki ¢cikti miktarlar
sekil 2.13’de Q4 ve Qy olarak gosterilmistir. Bu noktalarda maliyet ve hasila birbi-
rine esit oldugundan firmanin basa bas noktalaridir. Eger Q < Q, veya Q > Qp ise
TC egrisi TR’ nin tzerinde oldugundan maliyetler hasilayr asmaktadir. Bu ¢ikti di-
zeylerinde firma zarar etmektedir. Eger Q< Q < Qjp ise hasila maliyeti gecmekte
ve firma kar etmektedir. Kar miktar: ise toplam hasila ile toplam maliyet egrileri
arasinda kalan dusey uzaklik ile belirlenir. Maksimum kar ise iki egri arasindaki
acikligin en fazla olmasi durumunda gerceklesir.

Ornegin bir malin talep fonksiyonu Q=65-5P olarak verilsin. Sabit maliyet 30
ve Uretilen birim basina degisken maliyet 2 ise firmanin basa bas noktalarini ve
maksimum karini hesaplayalim.

Oncelikle ters talep fonksiyonunu bularak fiyat: ¢ikti cinsinden ifade etmeliyiz.
Cunkt sonrasinda ihtiyacimiz olan toplam hasila ve toplam maliyet fonksiyonlari
da cikti cinsinden ifade edilir.
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Q=65—-5P 5P=65-0 P=655_Q

=13-0,20

Ters talep fonksiyonunu elde ettikten sonra Toplam hasila fonksiyonunu bu-
labiliriz.

TR=PQ

TR=(13-0,20)0=130— 0,202

Toplam maliyet fonksiyonu ise sabit maliyet ile degisken maliyetin toplamin-
dan olusur.

TC=FC+ VC=30+20
Firmanin kar fonksiyonu n=7R-7C ile belirlenir.
n=13Q-0,20*-30-20
=0,20%+11Q-30
Bu fonksiyonu ¢ozerek basabas noktalarina ulasabiliriz. Clinkii basa bas nok-
tasinda 7R=TC oldugundan 7 sifira esittir.

a= —0,2 b=11  c=-30
o bENb —dac 1= A1 —4C0.2)(30) 114 V21-2d
2a 2(—-0,2) —-0,4
0= —114+9.8 Q=52 ve Q,=3 bulunur.

—0,4

/ X A \ Parabolun tepe noktasindan gecen simet-
ar

ri ekseni paraboli esit iki parcaya boler. Bu

Fonksiyonu 1212
nedenle parabolun yatay ekseni kestigi nok-
talarin simetri eksenine uzakliklar: esittir. Ya-
ni paraboliin tepe noktast 3 ile 52 noktalari-

nin tam ortasidir. Bu tepe noktast da karin

mQ maksimize edildigi ¢ikti diizeyini verir.
0= # —27.5

-30

/

n=-0,20%+11Q-30 bicimindeki karesel kir fonksiyonunda tepe noktasin1 belirlemekte da-
ha 6nce kullandigimiz formiilii kullanarak, kar1 maksimize eden cikt: diizeyini ve maksi-
mum kar1 hesaplayiniz.

SIRA SIZDE

./
©
AN

Bu ¢ikti diizeyinde maksimum kiri hesaplayabilmek icin bulunan degeri kir
fonksiyonunda yerine koyariz.

M= — 0,2 (27.5) 2 + 11 (27.5) - 30
=121,2
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Fonksiyon kavramini ve fonksiyonla iliskili diger
temel kavramlar: tammlamak

Bir fonksiyonel iliskide degisik degerler alabilen
niceliklere degisken adi verilir. Bir degiskenin
veri degerindeki degisme, baska bir degiskende
bir degismeye yol aciyorsa veri degisken diger
degiskenin bir fonksiyonudur ve aralarinda fonk-
siyonel bir iliski vardir. Kisaca bir fonksiyon, bir
niceligin (¢ciktt) baska bir nicelige (girdi) ne sek-
ilde bagli oldugunu ifade eden 6zel bir iliski tii-
ridur. Bir kiimenin elemanlari, baska bir kiime-
nin elemanlart ile iliski icerisinde olabilir. Bu ilis-
kinin bazi kurallar ¢ercevesinde olusturulan 6zel
bir bicimine de fonksiyon adi verilir. Bir kiimenin
her elemani diger kiimenin tek bir elemant ile es-
lesiyorsa buna fonksiyon adi verilmektedir. K-
me, sirali ikili, baginti fonksiyon tanimini yapar-
ken kullandigimiz iliskili kavramlardir. Her fonk-
siyonun bir baginti olmast gerekir ancak her ba-
gint1 bir fonksiyon olmayabilir. Belirlenen sirali
ikililer kullanilarak fonksiyonun grafigi ¢izilebilir.

Fonksiyonlarin matematiksel ézelliklerini agik-
lamak

Fonksiyonlart grafikler kullanarak gorsel olarak
inceleyebilecegimiz gibi, matematiksel 6zellik-
lerini kullanarak iktisadi a¢cidan da yorumlayabi-
liriz. Bunun icin fonksiyonlarin matematiksel
ozelliklerini bilmemiz gerekir. Bilmemiz gere-
ken temel kavramlar arasinda artan ve azalan
fonksiyon, monoton, kesin monoton ve mono-
ton olmayan fonksiyon, birebir fonksiyon, ters
fonksiyon vardir. Iktisadi analizde bir fonksiyo-
nun minimum ya da maksimum degerlerini be-
lirlemek ¢cok onemlidir. Dogrusal fonksiyonun
sifirdan farkli bir aralik i¢in ortalama degisim
orani fonksiyonun egimine esittir. Tek degisken-
li bir fonksiyonun buikeyligi, grafigi tizerinde iki
noktasint birlestiren kirisin durumuna gore be-
lirlenir. Iktisatta yukart ve asagi biikey fonksi-
yonlarla karsilasiriz.

D

AMAG

&)

Dogrusal fonksiyonlar: tanimlayip iktisattaki
kullanim alanlarin: érneklemek

Dogrusal fonksiyonlarla iktisatta cok sik karsila-
siriz. y=f(x)=ax+b bicimindeki bir fonksiyon
dogrusal fonksiyon olarak tanimlanir. Bu fonksi-
yonun kartezyen diizlemindeki grafigi de diz bir
dogru seklinde olur. Tek degiskenli dogrusal bir
fonksiyonunun egimi fonksiyonun argiimanin-
daki belli bir degisime karsilik degerindeki degi-
simi ifade eder. Uzerindeki herhangi bir nokta-
nin koordinatlart ve egimi biliniyorsa ya da iki
noktasinin koordinatlart biliniyorsa bir dogrunun
denklemine ulasilabilir. Dogrusal fonksiyonlar
iktisatta Keynesyen tiketim fonksiyonunda, arz
ve talep fonksiyonlari ile piyasa dengesinin be-
lirlenmesinde, talebin fiyat esnekliginin hesap-

lanmasinda kullanilabilir.

Karesel fonksiyonlarin ¢oziimiinii yapip iktisadi
wygulamalarini géstermek

iktisadi iliskilerin ¢ogunda fonksiyon grafikleri
ya once azalip bir noktada minimum yaptiktan
sonra tekrar artar ya da once artip bir noktada
maksimum yaptiktan sonra azalmaya baslar. Bu
tiir dogrusal olmayan iliskileri ifade etmek tizere
karesel fonksiyonlart kullanabiliriz. Dogrusal ol-
mayan fonksiyonlarin en basit bicimi karesel
fonksiyonlardir. Karesel fonksiyonun ya iki ¢o-
zUmu vardir, ya tek ¢ozimi vardir, ya da ¢ozi-
mi yoktur. Cézim sayist b-4acnin pozitif, sifir
ya da negatif olmasi ile ilgilidir. Karesel fonksi-
yonunun grafigi parabol olarak adlandirilir. An-
cak iktisatta genellikle parabol yerine Useklinde
kavrami kullanilir. Karesel fonksiyonlar iktisatta
arz ve talep fonksiyonlarinda ve piyasa dengesi-
nin belirlenmesinde, hasila, maliyet, kar fonksi-
yonlarinda ve bunlardan yararlanarak maksimum
kar icin Uretim duzeyi ve fiyatin belirlenmesinde
ve firmanin basa bas noktasinin hesaplanmasin-
da kullanilabilir.
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Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

@ Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin temel ¢zelliklerini aciklayabilecek ve uy-
gulama alaninda kullanabilecek,

< Bu tip fonksiyonlarin iktisat lisans egitiminde hangi alanlarda, ne amacla kul-
lanildigini tanimlayabilecek,

& Makro iktisat ve mikro iktisat alanlarinda konulart anlayabilmek icin bu fonk-
siyonlart ve ¢zelliklerini uygulamalarinizda kullanabilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

o Ustel fonksiyon e Lojistik egrisi
e Dogal say1 e Zaman

e Logaritmik fonksiyon e Esneklikler

e Biylme e Ters talep

¢ Bilesik faiz e Toplam Hasila
e Dogal logaritma e Marjinal Hasila

o Ustel ve logaritmik tiirev kurallart




USTEL VE LOGARITMIK FONKSiYONLARA GiRi$

Ustel fonksiyonlar ve bunlarin tersi olarak logaritmik fonksiyonlar ve bu tip fonk-
siyonlarin iktisat lisans egitiminde nerede ve nasil kullanildigt bu tnitenin konula-
r1 olacaktir. Ornegin sabit biiytime oranli her tiirlii biiytime islemi tistsel fonksiyon-
lar ile tanimlanabilir. Nifus artisi, yatirnmlarda meydana gelen artis ve ya bir tilke-
nin GSYIH’sinda meydana gelen biiylime, Ustsel fonksiyon temelli aciklanabilir.
Yalnizca bu basit 6rnekler bile bir iktisat 6grencisi tstel ve logaritmik fonksiyonla-
r1 neden tanimali ve anlamali sorularinin yanitint olusturabilir.

Oncelikle, basitce su ayrimi yapmaliyiz. Kuvvet fonksiyonlar1 ve iistel fonksi-
yonlar birbirinden farkl: iki tip fonksiyondur. Sekil olarak benzerlik gostermeleri
baslangicta iktisat 6grencileri icin sasirtict olabilmektedir.

f(x) = y = x¥ genel sekliyle verilen basit kuvvet (gii¢) fonksiyonlarinda, x taban
ve k kuvvet (derece) olarak okunur. Tabanin pozitif ve tstiin rasyonel sayi olma-
st iktisat islemleri icin islerimizi kolaylastiracaktir. Burada x bir degisken iken, k bir
sabittir. Bu durum ustel fonksiyonlarda degisecektir.

Ornekler:
y=f(x)=x*
y=fo=x® =
X
1
=S o= 22 =
3o

=f(x)=x* =—F=
y=f(x x\/)_c

Yukaridaki dort ornekte rahatlikla izlenebilecegi gibi, y bagimli degiskeni bir
tek x bagimsiz degiskeni ile aciklanmaktadir. X’in tstiinde yer alan sayilar ise yu-
karida acikladigimiz k sabitini olusturmaktadir.

Ustel fonksiyonlara baktugimizda ise degiskenin tabanda degil iistte yer aldig
izlenir. Tek degiskenli tstel fonksiyonlarda bagimsiz degisken tabanda degil tstte
yer alacaktir.
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Ornekler:
x= g(y) = 3
1 Y
X = = |- = 3—}1
g(v)=|3
z= XY

Yukaridaki ti¢c 6rnegin ilk ikisinde x bagumli, y bagimsiz degisken iken; ticiin-
cti fonksiyonda z bagimli y ise bagimsiz degiskendir. Kuvvet fonksiyonlarindan
cok acik farklari, fonksiyonlarda bagimsiz degiskenlerin Ustte yer almalaridir.

Ustel fonksiyonlarin grafikleri incelendiginde fonksiyonun konkavligi hakkinda
basit bir kural gelistirilebilecegi rahatlikla izlenebilir. Soyle ki, tstel fonksiyonlarda
taban pozitif oldugu stirece fonksiyon her zaman konveks olacak ve fonksiyonun
gorinti kiimesi yalnizca pozitif sayilardan olusacaktir.

Eger taban 1’den buiytik ise elimizde artan, yok eger taban 0 ile 1 araliginda (0
ve 1 dahil degiD) ise elimizde azalan bir fonksiyon var demektir.

Gy

Taban ve iistlii sayillarin yer aldig1 su basit cebirsel kurallar: aklimizda tutmamiz, iistel
fonksiyonlar1 calisirken isimize yarayacaktir:

as+1 - asat
ast = (as)l

(ab)® = a°p®

BILESIK FAIZ VE e (DOGAL SAYI) SAYISI

Varsayalim ki P, > 0 (anapara) kadar paranizi vadeli mevduat hesabina yatirdiniz
ve bu hesap size r kadar sabit nominal yillik faiz orant 6nermektedir. Faiz 6deme-
leri yil icerisinde diizenli araliklarla 7 defa yapilmaktadir.

Bir yil sonunda anaparanin yeni durumunu gosteren hesap soyle olacaktir:

-
gzgp+ﬂ

Peki, bankada paranizi bir yil yerine #yil tutugunuzu varsayalim. Bu durumda he-
sabinizda olmasi gerekli P, miktarinda paray gosteren bilesik faiz formiili soyledir:

nt
r
B:%P+ﬂ

Yukaridaki formiillerde = yil icerisinde her donem tdenen faiz oranini ve 7t
n

faiz 6demelerinin ¢ yilda toplam kag¢ kez yapilacagini gosterir.

Burada 6nemli bir noktay1 belirtmeden gecmeyelim. Yukarida ¢ yilda belirli ara-
liklarla anaparanin nasil biylyecegine dair genel formil gormekteyiz. Bu forml
yalnizca bankalara yatirilan paranin gelecekte alacagi degeri hesaplamakta kulla-
nilmaz. Iktisatta biiyiime hesabi yapilan biitiin alanlarda bu formtli ya da bu for-
miiliin degisik versiyonlart kullanilmaktadir. Ornegin P fiyatlar genel seviyesini ifa-
de ettiginde formiil gelecekte fiyatlar genel seviyesinin nasil olabilecegine dair bil-
giler sunacaktir. Bu durumda r enflasyon oranini ifade edecektir. Ya da yine mak-
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ro iktisat alanindan Phin GSMH’yi temsil ettigini distnebiliriz. Bu durumda 7 bi-
ylime oranini temsil edecektir. Gortaldugi gibi yukaridaki formal iktisatta degisik
alanlarda biiytime hesabi yapabilmek icin kullanilabilmektedir.
Simdi yukaridaki biytime formulinde biraz degisiklige gidelim. Bu kez cok
gercekci olmasa da faizin her an uygulandigini varsayalim. Bir baska ifadeyle faiz
devamlt bir sekilde anaparaya islemektedir. Bu hesabi yapabilmek icin gelistirile-
cek formilde e sayist yani dogal sayr kullanilacaktir.
e sayist soyle tanimlanur:
, 1)
e= exp(l) =lim|1+—
n—00 n
Dogal say1 yardimiyla simdi strekli isleyen faizin anaparay: bir yil sonunda ne
kadar degistirecegini hesaplayabiliriz:
exp(r) = lim [1 + i]
n—00 n
exp(r) =eé
r n
Yani bir yil i¢in yapilan buyime formiiliinde artik 1+ " yerine e’ gelecek.
Bunu formiilde kullanmadan 6nce exp (7) = € esitliginin nasil saglandigina bakalim:
. r) . L 1"
exp(r): lim{l4+—| = lim [1+—| =Ilm|l+—
n—00 n m—o0,n=rm n m—00 m
. 1" . s .
= lim||14+— =|lim{l4+—| | =€
Artik ¢ y1l sonra anaparanin strekli isleyen bir faiz hesabiyla ne hile gelecegi-
nin formuliint yazabiliriz:
P,=Pye"
Asagida cesitli n ve 7 verileri ile hesaplanmis [1—|—£] degerlerine ait 6rnek
tabloyu gorebilirsiniz: "
=% =9 =9 Tablo 3.1
r=%54 r= %55 r= %100 Ornek bilesik faiz
n=4 1,055103375 1,056144809 2,44140625 tablosu
n=12 1,055356752 1,05640786 2,61303529
n = 364 1,055480375 1,056536225 2,714557303
n = 8736 1,055484426 1,056540432 2,718126265
n = 524160 1,055484599 1,056540612 2,718279235
n = 31449600 1,055484602 1,056540613 2,718281796

n —+ oo 1,055484602 1,0565406 15 2,718281828
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y=er
Jfonksiyonunun
gr&lﬂgl |54 ) )
te inceleyelim:
10 cagr gibi, ¢ fonksiyonunun
5 ] yiar olabiliyor iken, goriin-
3 2 2 0 I x 2 3 Fonksiyon artan x degerleri
—aX
K y=e / nim kiimesinin biittin deger-

Z*J/y ifadesi, x'e gore
tanimli y fonksiyonunun ani
biiyiime oranidir.

e tabanli iistel fonksiyonlarin 6zellikleri
1.el=1,

2.el=¢;

3. e* > 0, biitin x degerleri i¢in;

4

_ x
dx—e

Aslinda, e¥ stirekli artan ve konvekstir.

% / y ifadesi, y = f(x) fonksiyonuna gore x’te meydana gelebilecek kiictik bir bi-
rimlik artisin p” de meydana getirecegi ylzdesel biiyiime oranini tanimlar. %/ y

ifadesi, y fonksiyonunun ani biiylime orani olarak kabul edilir.

5. Ustel ve polinomyal biiytime:
Herhangi bir P(x) polinomu icin:

lim —— = 400 seklinde gerceklesir.
x—+00 P(x)
P(x) polinomu P(x) = 1 sabit polinomu olarak ele alindiginda:

lim e = +o00

x—+00
. x
6'xll>r—noo e =0
7. ea+b — eaeb (ea)b - eab

Gercekte e e* = ¢” = 1 oldugu icin elx =e " seklinde yazilir.

e¥ degerini hesaplamakta en kestirme yol asagidaki formult kullanmaktir:

2 x3 X"

X _ XX r
e =1+x+ X + 3 +..+ Y + ..

Simdi dogal tabanl tstel
- \ fonksiyonlarin en basit hali
olan y = &' fonksiyonunun
grafigi nasil gortintr, birlik-

Sekil 3.1’den de anlasila-

tanim kiimesi butlin reel sa-

ti kiimesinde yalnizca pozi-
tif sayilar yer alabilmektedir.

ile birlikte artmaktadir ve ta-

leri icin ¢cok acik bicimde su-
rekli konvekstir.
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Simdi de ]n ifadesinin dogrulugunu ortaya koyabilmek icin

7, 00=[1+2

yukaridaki 6zelliklerden bazilarinin yorumlamalarina bir goz atalim.

Uctinci 6zellik su sebeplerle dogruluk bulmaktadir:

X
[1 + ;] faktort x > 0 oldugu zaman veya 7 degeri |x| ‘e gore buylk

oldugunda pozitif olmaktadir. Bu durumda f,, (x) > O ve dolayssiyla e* > 0 dogru olur.
Dordiinct ozellige iliskin su yorumu getirmeliyiz:

df, X )" x e
L =p|ll+=| —=|1+= ~|1+=|= f,(x) ifadesi |x’e gore biiyiik n
dx n n n n

degerleri icin dogrudur. Clinkti ancak bu durumda (1 + %) ifadesi 1’e ¢ok yakin
olabilmektedir.

Besinci 6zelligin yorumu ise su sekildedir:

Varsayalim ki P(x) = a,, X1+ polinomu m inci derecedendir. 7 degerinin
n’den biyiik oldugu kabuli ile €* degerini /,, (x) ile yakinsayalim. Bu durumda:

n 1\* n
X 1+ (— X+
lim ——~ lim (+s) =1m-£L———:1m,a“m:+m
xX——+00 P(x) X——+00 P(x) X—+400 amxm =+ ... xX——+00

ifadesinin dogru oldugu gortulmektedir.

Logaritmik Fonksiyon /—m

Dogal logaritmik fonksiyon en temel sekliyle x = In(y) seklinde y
gosterilebilir ve
y = e¥ dogal tabanli tstel fonksiyonunun tersidir. Bir baska ifa- E

deyle: .
x=In () & y = ¥ ifadesi dogrudur. I
Dogal logaritmik fonksiyonun grafigi basit olarak dogal taban- _/

li tistel fonksiyon grafiginin x =) de cizilecek 45 derecelik dog-
ruya gore aynadaki yansimasi gibidir:

Ters fonksiyonlarin tiirevinin alinmast kurali bize logaritmik
fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasinda yardimet olur: K .

din(y) dx 1 1

_e_1_1_1
dy dy by
dx
In(y) fonksiyonunun 6zellikleri
1. In (y) fonksiyonu yalnizca y > 0 oldugu yerlerde tanimlidir.

2. %(y) _1 oldugundan In(y) fonksiyonu strekli artan ve konkav bir
Y y
fonksiyondur.

Bu ozelligi dogal tabanl tstel fonksiyon ozelliklerine gore hem benzer hem de
fakli karakter tasir. Dogal tabanli fonksiyonda oldugu gibi logaritmik fonksiyon da
stirekli artan bir fonksiyondur. Ancak dogal tabanli tstel fonksiyon szirekli kon-
veks iken, dogal logaritmik fonksiyon tanim kiimesinin bitiin elemanlart icin séi-
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Dogal tabanli Ustel rekli konkav bir fonksiyondur. Ustel fonksiyonun tanim kiimesi tiim reel sayilar
fonksiyon tanimli oldugu her . o . .. . sep .
yerde siirekli konveks iken, iken, logaritmik fonksiyonun tanim kiimesi yalnizca pozitif sayilardan olusur. Son

dogal logaritmik fonksiyon olarak, dogal tabanli tstel fonksiyonun gortintiileri yalnizca pozitif sayilarda ta-
strekli konkavdir. nimli iken, logaritmik fonksiyonun degerleri biitiin reel sayilar olabilir.

3. In(1) = 0; In(e) =1
lim I =— lim In(y)=+
4, Jim n(y)=—oo Jim ()= +o0

5. In (ab) =n (a) + In (b)

In @) = b1n (@)
ln(%) =—In(a)

y =g (x) fonksiyonu tirevi alinabilir herhangi tanimli bir fonksiyon olsun. Zin-
cir kurali ile birlestirilerek logaritmik tiirev i¢in asagidaki kural elde edilir:

dln(g(x)) g/(x)
dx g(x)

Ustel ve logaritmik fonksiyonlarda genel tiirev kurallart
In (&) = yln (x) dogru oldugu icin asagidaki genel kuvvet kuralint yazabiliriz:
X = eVIn () = piistxIn (taban) . By durumda kismi tiirev kurallart soyle yazilir:

y
aai =1y (x)=x"In(x)
y
o 1) [)’ 1] = yx” 1 y 1
Ox x X

y = a” seklinde ustel bir fonksiyonun tiirevi de

da”

il (a)a* kuralina gore belirlenir.

Yukaridaki tirev kurallarinin yardimiyla ortaya cikan, iktisatcilar icin kullanisl,
bir bilgi vardir. y = a* seklindeki bir tstel fonksiyonun ani biiyiime orani In (a)
seklinde logaritmik ifade ile belirlenir. Bununla birlikte kuvvet fonksiyonlarinda
turev kurali farklidir. Unutmayalim ki kuvvet ve tstel fonksiyonlar birbirinden
farklt yapida fonksiyonlardi.

y = x? tipinde kuvvet fonksiyonlarinda tiirev,

b

dx” _ b

b—1 .
dx X kuralina gore alinird.

y=a*, (a>0, a#1) seklinde tanimlanan ustel bir fonksiyonun tersi a tabanli
logaritmik fonksiyon olarak adlandirilir ve log, (3) seklinde gosterilir. Bir baska ifa-
deyle ustel ve logaritmik fonksiyonlar arasindaki iliski soyledir:
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x=log, ))&y =a*

xIn(a)

1
y=a"&y=e & ln(y) =xIn (a) S x= ln ifadesi ile birlikte,

1
log,, ( y) = n(y) ifadelerinin dogru oldugunu biliyoruz. Bu iki bilgiyi birlestirerek

ln(a)

log,(y) icin tiirev kuralin1 yazabiliriz:

d(loga (y)) 1
dy ~In(a)y

IKTISAT UYGULAMALARI

Unitenin basinda ifade ettigimiz gibi, tstel ve logaritmik fonksiyonlarla ilgili temel

bilgilerden sonra simdi de iktisat lisans egitiminde kullanildiklar: baz: alanlardaki
ornek uygulamalart inceleyecegiz.

Bilesik Faiz

Varsayalim ki Paragdz Bankas: bize aylik vade ile yillik %5, 5°lik nominal faiz ora-

ni1 onermektedir. Cingéz Bankast ise giinliik vade ile yillik %5,4 litk nominal faiz
orani 6nermekledir. Bizim icin hangi bankanin oénerisi daha iyi bir firsatiir?

Coziim: Paragdz Bankasi tarafindan odenen efektif yillik faiz (bir yil sonra her

liran1z icin kazandiginiz miktari ifade eder)

12 12
r 0,055
1+4 | —1=|1+=—2| —1=%5,64
12] [ 12 ] ’

Tef, A =

Ayni sekilde Cing6z Bankasinin efektif yillik faiz 6demesi de

r 365 0.054 365
— |14+ =B =1+ == —1=%5,55 seklinde hesaplanir.
ref,B [ + 365 ] [ + 365 ] (4 N p

Paragoz ve Cingdz Bankalarinin bize ddedikleri efektif faiz oranlart kiyaslandi-

ginda, gorilur ki, Paragdz Bankasi bizim icin daha iyi teklif sunmustur.

Varsayalim ki bir ticari banka bizim tasarruflarimizi degerlendirmek istiyor. Ban-

ka bize r kadar yillik nominal faiz orani teklif ediyor. Bununla birlikte faiz hesa-
binda stirekli bilesen yaklasimini kullanacagini yani, paramiza bher an faiz isleye-
cegini séyliiyor. Biz de bu durumda yatirdigimiz A kadar paranin ne kadar stire-
de ikiye katlanacagini merak ettik.

Cozium: Surekli bilesen formuliint hatirlayalim,
P, =P,e" seklinde idi.
Biz bankaya A kadar para yaturdigimiza gore formiilde A’y yerine yazarsak

A, =A,eolur.
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70 kurali. Anaparanin ikiye
katlanmasi igin gerekli siire,

70'i faiz oranina bolerek

bulunur.

SIRA SiZDE

2/

Simdi de biliyoruz ki gelecekteki paramiz simdinin iki kati olacak. Bu bilgiyi de
formtilde yerine yazarsak

24,=Aye’ denklemini elde ederiz. Denklemin her iki tarafini da A4, ile bolersek
2=e¢' elde edilir. Esitligin her iki tarafinin da dogal logaritmast alinirsa,

In2 =In e™ esitligine ulasiriz. In e =1 oldugu icin,

In 2 = 1t esitligi elde edilmis olur. Artik A kadar paranin iki katina ¢ikmast icin
gerekli zamani bulabilmek icin # i yalniz birakmamiz yeterlidir:

t=(In 2) /rolur. In 2 degeri yaklasik olarak 0,69 oldugu icin buradan bir kural
gelistirilebilir. 70 kurali olarak adlandirilabilecek bu kurala gore ikiye katlama icin
gerekli zamanit bulmak icin 70'i faiz oranina bélmek yeterli olacaktir. Ornegin faiz
orani yillik nominal %10 olur ise ikiye katlama icin gerekli zaman (70/10) = 7 yil
olacaktir.

Simdiden 5 yil sonra £10000 paraniz olsun istiyorsunuz. Size yillik vade uygulayarak yil-
lik nominal %10 faiz oran1 6neren bir banka buldunuz. Bankaya bugiin ne kadar yatirma-
iz gerekir?

Ustel Azalma

Deneysel tecrtibelerle elde edilen bir bilgiye gore radyoaktif partikillerin bir cogu
ustel fonksiyon kaideleriyle azalma veya silinme seyri izlerler. Radyoaktif partiki-
liin baslangictaki biiytikligi Q, olarak kabul edildiginde zaman igerisinde azalma-
sint gosteren fonksiyon soyle olacaktir:

Q (l) - QO e—kt

Yukaridaki fonksiyonda k pozitif bir sabittir ve azalma oranini ifade eder. Bu
oran genellikle baslangic miktarinin tam yarisina kadar azalma olabilmesi icin ge-
rekli olan zamana gore tanimlanir. Bu gerekli zaman da radyoaktif partikiiliin ya-
ri-yasamu (half-life) olarak adlandirilir.

Q (1) = Qye™™ formiiliine gore tistel azalma seyri izleyen radyoaktif bir partikiiliin
yart yasanminin t = % kadar oldugunu gosterin.

Coziim: Gerekli zamani ararken amacimiz Q(7) = %Qo esitligini saglayacak

7 degerini hesaplamak olacaktir. Oyleyse:

1 - _
EQO = Qoe “ denkligini dogrulayacak ¢ degerini hesaplamak gereklidir. Bu

esitligin her iki tarafin1 Q) ile boldtigiimuzde,

%: ek esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin da dogal logaritmasini

alirsak, Ine = 1 oldugundan,
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lnl — 4T saglanmis olur. Artik yari-yasam icin gerekli stireyi bulmakta

tek is bu esitlikte 7 i yalniz birakmak olacakur. Boylece yari-yasam,

—lnl n2
F—_ 2 _ 12 olarak hesaplanir.
k k
Tiirevler

8g(x) = x¥ fonksiyonunun birinci tiirevini besaplayin.

Coziim: Logaritmik tiirev alma kurallarini kullanarak ¢oziime ulasmak gerek-
mektedir. O zaman:

¢ dlmet) a(me™) i)

g(x) dx dx dx
= IxIn(x)+ xx 2= In(x)+ 1
x
g (x)= (ln(x) + 1) x”* seklinde elde edilir.

Lojistik Egrisi

B
A, B e k'nin pozitif birer sabit oldugu 0(r)= 1—|—A—_Bkt Jfonksiyonunun grafigi
e

lojistik egrisi olarak adlandinlr. Lojistik egrisi her tiirlti biiyiime islemi icin
kullanilabilir. Eger biiyiime isleminde cevresel faktdrlerin biiytime oranini frenle-
yecek etkisi varsa, o zaman lojistik egrisi bu biiytime islemini tanimlayabilmek
icin kullanilir.

(1) =

e
oldugunu gosterin.

- tipindeki lojistik egrisinin btiytime oranmmun (1 - Q(t))’e esit

Coziim: Once Q' nin zamana gore degisimini tiirev yardimiyla dlgelim. Unut-
mayalim ki bu 6l¢tim bize zamana gore buylimeyi gosterecektir,

/ —e (1) e’
o'\1)= 2= 2
() (l—i—e_t) (l—l—e_’)

Biytiimeyi yukarida elde ettigimize gore artik biiylime oranini tanimlayabiliriz.
Eger yukaridaki buytimeyi, O'nin kendisiyle oranlarsak o zaman biiylime oranin
elde ederiz:

o) _ "
o(r) 14¢

bu ifadenin 7 - Q(?) ile ayni oldugunu gostermemiz gerekiyor.

Biytiime oranini yandaki gibi gosterdikten sonra, son olarak



70

Matematiksel Iktisat

v
]

.. l+¢'—1 !
Oyleyse, 1-0(t)= re —= ¢ — oldugunu yazmak bizi ¢6ziime gotiirir.
1+e I+e

Yapilan bir arastirmaya gore bir tiir grip salgin1 bas gosterdikten t hafta sonra yaklasik

olarak Q( ) bin kisi hastalifa yakalanmaktadir. Bu bilgiye gore:

20
14+19¢ —1,2¢
a) Hastalik kendini ilk gosterdiginde kac kisi hasta olmustur? 2 hafta sonra kac kisi

hastadir?

b) Yaklasik olarak ne kadar siire sonra hastaligin yayilmasi azalmaya baslayacaktir?
¢) Eger egilim hep boyle devam ederse, sonunda yaklasik kag kisi hastaliga yakalan-
mus olacak?

Esneklik

Iktisatcilar olarak biliyoruz ki, eger talebin fiyat esnekligi 0 ve -1 araliginda ise o
mal esnek olmayan mal olarak; yok eger fiyat esnekligi -1 ile -eo araliginda ise o
mal esnek mal olarak ve son olarak da eger fiyat esnekligi -1’e esitse o mal da bi-
rim esnek mal olarak adlandirilir. Bu bilgilerin kullanildig: bir iktisat teoremini Or-
nek olarak inceleyelim.

“Esnek olmayan bir mal icin fiyatia bir artis toplam barcamalar: arttirict bir etki
yaparken, esnek bir mal icin fiyat artisi toplam barcamalar: diistirecektir”. Bu id-
dianin dogru olup olmadigini gésterin.

Coziim: Q = F (p) ilgilendigimiz mal icin talep fonksiyonu olsun. O zaman p
fiyatinda toplam harcamalar soyle hesaplanir:

E@)=pQ=pF@).

Toplam harcamalarin, yani E(p) nin artip azaldigini anlayabilmek icin birinci
tiirevinin isaretini incelememiz yeterli olacakur. Oyleyse

E'(p) = pF' (p) + 1F (p) seklinde hesaplanan toplam harcamalarin birinci tiire-
vinin igaretini incelemeliyiz. Yukaridaki esitlikte esitligin her iki tarafint da F (p)’e
bolersek:

[E' (p/F(p)] = (pF' (pV/F(p)) + 1 =€ + 1

elde edilir. Buna gore eger bir mal esnek olmayan bir mal ise -1<¢ <0 dogru ola-
cak ve de bu ylzden (e +1)>0 olacaktir. Boylece E' (p) nin pozitif deger alacagini
gostermis olduk. Yani diger bir deyisle toplam harcamalarin (E(p) nin) fiyata gore
artan bir fonksiyon oldugu gosterilmis oldu. Diger yandan, bir mal esnek oldugun-
da € <-1 olacagindan, (¢ + 1) <0 olacaktir. Bu E’ (p) nin negatif deger alacag: an-
lamina gelir ki bu da E(p) 'nin yani toplam harcamalarin fiyata gore azalan bir
fonksiyon oldugunu gosterir.

SIR A SIZDE ‘ Q(p) = 10p3 - 1000 seklinde verilmis bir arz fonksiyonu olsun. Arzin fiyata gore esnekli-
gini p = 10 degeri icin hesaplayin.
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Fiyat Esnekligi

Asagidaki talep fonksiyonunu ele alalim:

o4 =1000 - P3. Bu fonksiyonda miktar ton cinsinden ve de fiyatlar & cinsinden
olsun. Hemen birinci tirevi hesaplarsak

do?
dP

— _3p? elde edilir.
Eger su anki fiyat £5 iken fiyat £1 arturilirsa, talep edilen miktar yaklasik olarak

d
9 —3x52 =175
dP|P:5

75 ton azalacaktr. Bu durumda fiyatlardaki %1’lik bir artis fiyatlarda Sp = 55 X1 £lik

bir artist ima edecek ve dolayisiyla talep miktarini 3,75=2 ton kadar azaltacak-

tir. Fiyat 5 oldugunda talep 1000-53=875 ton olacagindan yiizdesel talep aza-
lis1 z—zz ~0,0043 = %0,43 kadar olacaktir. Yani, fiyatlardaki %1’lik artis, talep mik-
tarini %0,43 azaltacaktir. Bu da elimizdeki malin incelenen fiyat diizeyinde esnek

olmayan bir yapida oldugunu gosterir.
d
Genelleyerek ifade edersek, % malin fiyati £1 artiginda talepte meydana
gelecek yaklasik degisimdir. Baslangic fiyatin1 P olarak kabul edelim. £1'lik artis

yuzdesel olarak % kadar artis anlamma gelir. Boylelikle, fiyatta meydana gelen

d
%71’lik artis, talep miktarint yaklasik olarak %xdd% ton kadar degistirmis olur.
O zaman talep miktarinda meydana gelen ylzdesel degisim, yaklasik olarak
d d
ped(P)zmxixd&—dix

= i kadar olur.
o¢ 100 dp dP ¢

Yukarida elde ettigimiz formiil talebin fiyat esnekligi formuludir. Bu formula
yeniden organize ettigimizde,
do? _ap
ped (P) = %+ 58 elde edilir. Burada 1004 fiyattaki ytzdesel artist ve
IOOdQ%d ise miktarda meydana gelen ylzdesel degisimi ve € genel olarak iktisatta
esnekligi ifade etmektedir. Ornegimizdeki fiyat esnekligine donersek

P P’
ped(P)=(—3P%)x— = —3————— = ¢ seklinde hesabimizt yapariz. Bu
(P) ( ) o T yap
ornekte talebin esnek olmayan bolimii incelenmek istendiginde, <1 olan bolim
ele alinmalidir. Bu durumda,
3

3—3 < lifadesi dogru olmalidir. Bir baska ifadeyle,
1000 — P

3P3 <1000 - P3 olmals, yani,

4P3 < 1000 olmalidir. Buradaki esitsizligin her iki tarafin1 da 4’e boldtigtimiizde,
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P3 < 250 esitsizligi elde edilir. Son olarak eger fiyat (P) yaklasik olarak 6,3'ten
kiictik olursa esnek olmayan talepten bahsedebiliriz. Boylece anliyoruz ki,
P = 3/250 oldugu zaman talep fiyata gore birim esnek ve bu degerden biiyiik ise
talep esnektir.

Toplam Hasila

Yukaridaki ¢rnegimize bu baslik altinda da devam edecegiz. Q9 = 1000 - P3 sek-
linde talep fonksiyonu oldugunu kabul ettigimize gore, toplam hasilayi bulurken,
bu talep bilgisini kullanacagiz demektir. Toplam hasila satilan ya da tretilen top-
lam miktar ile malin fiyatinin ¢arpilmasiyla kolayca hesaplanabilir. Buna gore top-
lam hasila 6rnegimizde soyle olur:

TR = PO = P (1000 - P3).

Toplam hasilanin maksimum oldugu nokta ise birinci tlrevinin sifira esit oldugu
yerdedir. Yani, % — 1000 — 4P> = 0 oldugu zaman, toplam hasila maksimum dii-
zeye ulasmis demektir. Bu hesabi yukarida yapmistik. P = /250 bu hesabin sonucu
olarak karsimiza c¢ikar. Demek ki fiyat bu diizeyde oldugunda toplam hasila mak-
simum diizeyine ulasmaktadir. Bu fiyat dizeyinde talebin fiyata gore birim esnek
oldugunu biraz 6nce soylemistik.

Ikinci tiirev hesapladigimizda,

L1 — _12P* <0 oldugu bulunur. Bu durum P = 3250 diizeyinin solunda

dpP*
toplam hasilanin artmakta oldugunu, saginda ise azalmakta oldugunu ifade eder.

Ters Talep
7. ornekteki verilerle yola devam ediyoruz. Simdi de iktisatta ters talebin ne oldu-
gunu ornek Uzerinde inceleyerek gorecegiz. Fiyat belirli bir diizeyde oldugunda
tiiketicinin talep edecegi miktar su fonksiyonla belirlenir:

0 =0Q%(P) = 1000 - P3. Yanda gordiigiimiiz standart bir talep fonksiyonudur.
Biz buradan fiyat: ¢ceker ve onun icin bir denklem yazmak istersek

P3= 1000 - Qesitligini elde ederiz. Buradan da P’i yalniz biraktigimizda,

P? =31000— 0 denklemini elde ederiz ki bu son denklem iktisatta ters talep
fonksiyonu olarak adlandirilir.

Marjinal Hasila

Yukarida kullandigimiz talep fonksiyonunu kullanmaya devam edelim. Ters talebi
aciklamadan hemen 6nce 6rnegimizdeki talep fonksiyonunu kullanarak toplam
hasilay1 fiyatin bir fonksiyonu olarak tanimladik ve toplam hasilanin fiyata gore

(%) tiirevini hesapladik. Iktisatcilar icin bu tiirevin 6zel bir anlam1 yoktur. Bu

noktada, toplam hasilay: ters talep fonksiyonu kullanarak miktarin bir fonksiyonu
seklinde yazabiliriz:

TR = PQ = J1000— Q xQ = (1000_Q)% xQ
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Unutmayalim ki, fiyat arttikca talep miktari azalmaktadir. Yani, toplam hasila fi-
yat arttig icin artmakta, ama fiyat artinca miktar azaldig: icin de azalmaktadir.

Marjinal hasilanin, piyasada satilan mal miktari kiictik bir birim arttiginda top-
lam hasilada dolayistyla meydana gelen ek degisim oldugunu daha onceden bili-
yorduk. Boylece, marjinal hasila formtiliini bizim 6rnegimize uygularsak

diR _ 1

2 1
MR = E = 2 (1000 — Q)7§ xQ+ (1000 — Q)§ denklemini elde ederiz.

Bu denklemi kullanarak marjinal hasilay: sifir yapan miktart hesaplayabiliriz:

(1000~ Q)3 xQ = 3(1000 — Q)5
0 =3 (1000 - 0) = 3000 - 30
40 = 3000
0 =750.

Piyasada satilan mal miktart 750 ton oldugu zaman marjinal hasila sifir degeri-
ni almakta, baska bir ifadeyle toplam hasila maksimum degerine ulasmaktadir. 750

tonluk talep miktar: fiyatin p = 3250 oldugu zaman gerceklesen taleptir. Talep

edilen miktar 750 tonun tzerinde olursa marjinal hasila negatif deger almakta ve
dolayistyla da toplam hasila azalmaktadir. Yok eger talep edilen miktar piyasada
750 tonun altinda olursa marjinal hasila pozitif deger alir ve toplam hasila da bu
bolgede artar.

Genel olarak bakildiginda talebin fiyat esnekligi ile marjinal hasila arasinda bir
iliski kurmak mumkundur. Bu iliskiyi gosteren esitlik,

MR = P.((1+1/¢)) seklinde yazilir. Burada € notasyonu esnekligi ifade etmek-
tedir. Simdi bu iliskinin elde edilmesinde kullanilan adimlara bakalim:

dTR d(PQd) do? o o
et _ N Qd + pZ2=_, toplam hasilanin fiyata gore tiirevi yandaki gibidir.
dP dP dpP
Turevde zincir kurali geregi bu ifadeyi,
d
% = % Y seklinde de yazabiliriz. Bu sekilde yazdigimizda artik iktisatcilar

icin anlamli olan toplam hasilanin miktara gore tiirevi kullanilabilir hale gelmektedir.
Boylece marjinal hasila ile esneklik arasindaki iliskiyi su sekilde yazabiliriz:

d d d
MR = 9IR _ Qd_|_de dQ :Qd+P: dP 4P
dQ dP ap  dQ o’ p
dP dP Q4

Esneklik ve Logaritma

Varsayalim ki, Q7 (P) seklinde tanimli bir talep fonksiyonu icin elimizde fiyat

ve miktar (P, Q) noktalarini gosteren veri kiitmesi bulunmaktadir. Yine varsayalim
ki cok dar bir fiyat kiimesi icin dogrusal tahminleme modeli calistirdik. Ama bu
tahminlemeyi elimizdeki orijinal veriler icin degil degisime ugrayip (x, ) = (In P,
InQ) halini almis veriler icin yaptik. Dogrusal tahminleme model sonuglarimizin bi-
ze verdigi egim, talep fonksiyonunun degil de logaritmik transformasyona ugramis
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dy

talep egrisinin egimini yaklasik olarak verir. Yani burada e tahmin edilmis olur.
ﬂ_l _ .. dP _ x _ - .
400 ve P =¢¥ oldugu icin, = P elde edilir. Zincir kuralini iki kere
uyguladigimizda

il = Ay d0 dP = ld—QP =¢ esitligi elde edilir. Bir baska deyisle, logaritmik
dx dQdP dx QdP
transformasyona ugrayarak dogrusal hale gelen talep fonksiyonlarinda /nQ'nin
InPe gore turevi hesaplanirsa bu bize esnekligi verecektir.
Bu ozelligi 0rnek 7'de kullandigimiz talep fonksiyonuna benzer bir fonksiyon-

da logaritmik transformasyon yaptiktan sonra kullanabiliriz.

SIRA SiZDE

Y

Talep fonksiyonu QF = 1000P seklinde taniml olsun. Logaritma yardimiyla tale-
bin fiyat esnekligini besaplayin.

Coziim: Burada logaritmik transformasyon icin dogal logaritmay: kullanacagiz.
Esitligin her iki tarafinin dogal logaritmas: alindiginda, logaritma kurallari geregi,
InO% = In 1000 -3 InP denklemi elde edilir. Elimizde tstel yapida olan bir talep
fonksiyonu vardi. Logaritma kullanarak bu fonksiyonu logaritmik ve dogrusal ya-
piya kavusturduk. Artik yalnizca basit bir ttirev alarak talebin fiyat esnekligi hesap-
lamak mtmkiin hile gelmistir:

d(InQ)

d(In P))
Bir baska 6zellik ise bu talep fonksiyonunun her noktasinda esneklik sabit ve 3’e
esittir.

=¢ =3 Yanda gortldigl gibi bu malin talebi fiyata gore esnek ¢ikmistir.

Q% = B P? seklinde taniml1 bir arz fonksiyonu varsayalim. Burada 3 > 0 ve a > 1 olacaktr.
Bu fonksiyona gore arzin fiyat esnekligini hesaplayin.

Diger Esneklikler

Talep fonksiyonunu yazarken iktisada giriste kullandigimiz ceteris paribus kurali
her zaman islerimizi kolaylastirmistir. Talebi belirleyen faktorler incelenirken, yal-
nizca ilgili malin fiyat degil, gelir, zevk ve tercihler, diger mallarin fiyatlari gibi et-
kenlerin de konunun ilgisini olusturduklarini biliyoruz. Ancak basit talep ve arz
denklemleri yardimiyla piyasada neler oldugunu anlayabilmek i¢in ilgili malin fi-
yati hari¢ diger degiskenler analiz boyunca sabit kabul edilmisti. Talebi etkileyen
diger faktorlerden gelir ve diger mallarin fiyatlar serbest birakildiginda bir mal icin
talep fonksiyonu,

O =100 - p +2p*- 3y gibi yazilabilir. Bu fonksiyonda p ilgili malin fiyatini, p*
baska bir malin fiyatini ve y geliri temsil etmektedir. Denklemi buradaki gibi ti¢ ay-
r1 aciklayict degiskenle yazdigimiz da artik kismi tiirev kurallarint kullanarak cesit-
li esneklik hesaplamalarini yapabiliriz. Yukaridaki talep fonksiyonunu hesaplama-
lar icin 6rnek olarak kullanalim.

07 =100 - p +2p*- 3y yandaki talep fonksiyonuna gére,

a) talebin fiyat esnekligini hesaplayin.

b) Capraz fiyat esnekligini besaplayin ve iktisadi olarak yorumlayin.
c) Gelir esnekligini hesaplaymn ve iktisadi olarak yorumlayin.
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Cozum:

a)

b)

9)

Daha once ¢ozilen talebin fiyat esnekligi problemlerinden tek fark bu so-
ruda cok degiskenli fonksiyon olmasidir. Bu sebeple de direkt tiirev yerine
kismi tiirev yaklasimi kullanilacaktir. Bunun disinda baska bir degisiklik yer
almayacaktir. Talebin fiyat esnekligi formiilint uyguladigimizda

d
90" p _ __P sonucu elde edilir.
Op Qd Qd
Bu sefer de kismi tiirev kurallartyla capraz fiyat formula kullanilacaktir:
20" P _ P , RS y
= Z—dElde edilen sonuc¢ yandaki gibidir. Bu sonuca baktigimizda
o Q

once sonucun pozitif ya da negatif olup olmadigimni incelemeliyiz. Herhangi bir
fiyat ya da talep miktari negatif deger alamayacagi icin sonucumuz pozitif
bir sayidir. Burada diger mal icin hesaplanacak capraz fiyat esnekliginin de
pozitif sonug verdigi kabult ile, soruya konu bahsi olan mal ile diger malin
ikame mallar oldugu soylenebilir.

Talebin gelir esnekligini hesaplamak icin hemen verilerimizi formiilde yerine
yazalim: gi — 32 Elde edilen sonucun porzitif ya da negatif olmasi

dy Qd Qd

konu olan malin ¢zelligi icin 6nemlidir. Elde edilen sonucta gelir ve talep edilen
miktar rakamlar da var. Bu degiskenlerin negatif deger almasi s6z konusu
degildir. Bu durumda bu iki degiskenle carpim durumunda olan -3 sayist so-
nucumuzun negatif olacagini belirlemektedir. Bu durumda talebin gelir es-
nekligi negatif deger almaktadir. Bu gelirimiz arttikca bu maldan uzaklasti-
gimiz, talep miktarint azaltti@imiz anlamina gelir. Bir baska deyisle s6z ko-
nusu mal distik bir mal olmalidir.
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Ozet

D

AMAG

(O

AMAG

Ustel ve logaritmik fonksiyonlarn temel ézellik-
lerini anlayabilmek ve wygulama alaninda kul-
lanabilmek

Ustel fonksiyonlarda aciklayict degisken tabanda
degil tstte yer alir. Ustel fonksiyonlarda taban
pozitif oldugu stirece fonksiyon her zaman
konveks olacak ve fonksiyonun gortintii kiimesi
yalnizca pozitif sayilardan olusacaktir. Dogal ta-
banli fonksiyonda oldugu gibi logaritmik fonksi-
yon da suirekli artan bir fonksiyondur. Ancak do-
gal tabanli ustel fonksiyon sizirekli konveks
iken, dogal logaritmik fonksiyonu sizirekli kon-
kav bir fonksiyondur. Ustel fonksiyonun tanim
kiimesi tim reel sayilar iken, logaritmik fonksi-
yonun tanim kiimesi yalnizca pozitif sayilardan
olusur. Ayrica, dogal tabanli Gstel fonksiyonun
goruntileri yalnizca pozitif sayilarda aciga cikar-
ken, logaritmik fonksiyonun degerleri butiin re-

el sayilar olabilir.

Bu tip fonksiyonlarin iktisat lisans egitiminde
bangi alanlarda, ne amacla kullanildigini an-
layabilmek

Ustel ve logaritmik fonksiyonlar iktisatta, biiyi-
me, grafiksel anlatim, talep, arz, esneklik gibi
bircok konuda 6zellikleri itibart ile kullanilirlar.
Gelistirilen formiil ve kurallar iktisatta kendine
rahatlikla uygulama alant bulur. Ornegin biiyti-
me formili bu tip fonksiyonlar yardimiyla gelis-
tirilir. Buytime ya da faiz formulleri yalnizca
GSMH ve bankadaki para hesabinda degil ikti-
satta buytime hesab1 yapilan biitiin alanlarda de-
gisik versiyonlari ile kullanilmaktadir. Ornegin P
fiyatlar genel seviyesini ifade ettiginde, faiz for-
miuli gelecekte fiyatlar genel seviyesinin nasil
olabilecegine dair bilgiler sunacaktir. Bu durum-

da renflasyon oranint ifade edecektir.

Makro iktisat ve mikro iktisat alanlarinda konu-
lar anlayabilmek icin bu fonksiyonlar: ve dzel-
liklerini wygulamalarnizda kullanabilmek

Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin dzelliklerinden
yararlanilarak iktisatcilar alanlarinda kullanisli bil-
giler gelistirmislerdir. Ornegin, y= a* seklindeki
bir tstel fonksiyonun ani biiyiime orani In (&)

seklinde logaritmik ifade ile belirlenir. Bir bagka

bilgi de esneklik hesaplari icin gelistirilmistir. Tk-
tisatcilar olarak biliyoruz ki, eger bir talebin fiyat
esnekligi 0 ve -1 araliginda ise o mal esnek olma-
yan mal olarak; yok eger fiyat esnekligi -1 ile -eo
araliginda ise o mal esnek mal olarak ve son ola-
rak da eger fiyat esnekligi -1’e esitse o mal da bi-
rim esnek mal olarak adlandirilir. Bu bilgilerin
kullanildigr iktisat teoremleri tstel ve logaritmik
fonksiyonlarin tirevleri yardimiyla gelistirilmistir.
Bu tip fonksiyonlar sayesinde MR = (P (1+1/¢))
seklinde yazilan iliskiler sayesinde marjinal
kavramla esneklik kavrami bir arada incelenebi-
lir hale gelmistir. Talep fonksiyonunu yazarken,
iktisada giriste kullandigimiz ceteris paribus ku-
rali her zaman islerimizi kolaylastirmistir. Talebi
belirleyen faktorler incelenirken, yalnizca ilgili
malin fiyati degil, gelir, zevk ve tercihler, diger
mallarin fiyatlari gibi etkenlerin de konunun ilgi-
sini olusturduklarint biliyoruz. Talep fonksiyon-
larini gercek yasama daha uygun yazabilmek icin
diger mallarin fiyatlart ve tiketici geliri de denk-
lem de yer almalidir. Bu tip fonksiyonlarda da
kismi tirev kurallarini kullanarak capraz fiyat es-
nekligi ve gelir esnekligi gibi esneklik hesapla-
malarini yapabiliriz.

Bilesik faiz hesabinda kullanilan formiil, biytime
alaninda da rahatlikla kullanilabilir. Makro iktisat
alaninda dustindigimiizde faiz formillerindeki
P’nin GSMH'y1 temsil ettigini kabul edebiliriz. Bu
durumda 7 blylime oranint temsil edecektir.
Gortildugt gibi tistel ve logaritmik fonksiyon tip-
leri, 6zellikleriyle beraber iktisat lisans egitimin-
de ciddi bicimde kullanilmaktadir. Bu tnitede
bu fonksiyonlarin ¢zelliklerini kisaca tanimayi
gerceklestirdikten sonra, iktisatta yaygin olarak
kullanildig: alanlari 6rnekleriyle birlikte ele al-
dik. Bundan sonra bu bilgileri uygun diger ikti-

sat alanlarinda kullanabileceginizi biliyoruz.
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Bu uniteyi tamamladiktan sonra;
& Dogrusal denklem sistemlerinin ¢6ziim metotlarini aciklayabilecek ve uygu-
layabilecek,
@ Ozellikle Tkame (yerine koyma) metoduyla sistem problemlerini ¢zebilecek,
@ Iktisadi uygulamalarini yapabilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Dogrusal Denklemler e Dengesizlik Durumu

e Egim-Kesisim Metodu e Indirgenmis Form

e [kame (Yerine Koyma) Metodu e Karsilastirmali Statik Denge
e Eleme Metodu Analizi

e Piyasa Dengesi




DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERI

Matematikte, dogrusal denklem sistemlerini ¢cozmek icin ti¢ farklt metottan yarar-
lanilir. Bu metotlar sirasiyla; Egim-Kesisim Metodu, ikame (Yerine Koyma) Meto-
du ve Eleme Metodu olarak siralanir. Varsayalim ki ¢c6zmek istedigimiz dogrusal
denklem sistemi asagida verilmis 6rnek gibi olsun:

5x + 7y =50
4x - 6y = -18 (@)

Egim-Kesisim Formunu Kullanarak C6ziim

Bu metotla ¢ozebilmek icin dncelikle her iki dogrusal denklemi egim-kesisim for-
munda yeniden yazalim; Isimizi kolaylastirmak icin bilinmeyenlerden y’leri denk-
lemlerin sol tarafina alalim ve x’lerin bir fonksiyonuymus gibi diistinelim. Bu du-
rumda ilk dogrusal fonksiyon;

7y =50 - 5x
y =50/7 - 5/7x

ve ikinci dogrusal fonksiyon ise;

iktisatta, esanli dogrusal
denklem sistemlerini ¢6zmek
icin sirasiyla Egim-Kesisim
Metodu, lkame (Yerine
Koyma) ve Eleme
Metotlarindan yararlanilir.

4x - 6y = -18
Gy = 4x + 18 m
Y / Egim-Kesisim Formunda Coztim

y=2/3x+3 Y

seklinde yazilir. Her bir dogrusal
denklem icin, lineer (dogrusal)
fonksiyonlart grafik olarak ifade et-
mek istersek asagidaki Grafik 4.1°de
gosterilen dogrusal denklemleri el-
de ederiz.

Yandaki Grafik 4.1’de goruldi-
gl gibi dogrusal iki fonksiyonun ke-
sistigi noktada y degerleri ayni ol-
malidir. Bundan dolayi, y cinsinden
yazilmis olan iki dogrusal fonksiyo-

y=(2/3x)+3

y=(50/7)~(5/7)x

nun birbirine esitlenmesi gerekir. 2 0
Bu islemin yapilmasi durumunda; K
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50/7-5/7x=y=2/3x+3

esitligi elde edilir. Buradan bilinenlerle bilinmeyenleri bir tarafa almamiz duru-
munda;

50/7 -3=2/3x+5/7x
150 - 63 = 14x + 15x
87 = 29x

x =87/29=3

sonucunu buluruz. Coziim sonucunda x degerini 3 olarak bulundu. y degerini he-
saplamak icin egim-kesisim formunun dogrusal fonksiyonlarindan herhangi birini
kullanabiliriz. Denklemlerden ikincisini kullanalim. Bu denklemde x yerine 3 de-
gerini ikame etmemiz durumunda;

y=2/3*3)+3=5

y degeri 5 olarak hesaplanir.
Denklem sisteminin ¢6zimi ise: x* = 3, y* = 5.

G ¥y

Coziimlerin dogrulugunu kontrol etmek icin bulunan x ve y degerlerinin ilk denklemde ye-
rine koyulup kontrol edilmesi siddetle tavsiye edilir.

5%3+7%5=15+35=50
4%3-6*5=12-30=-18

Saglama sonucunda baslangi¢ degerleri bulunduguna gore islemimiz dogrudur.

ikame (Yerine Koyma) Metodu
Ikame metodunda denklem sistemindeki dogrusal fonksiyonlardan biri alinir ve y
veya x cinsinden yazilir. Diyelim ki y cinsinden yazilan fonksiyon daha sonra sis-
temdeki diger fonksiyonda y gortilen yer(lere ikame edilir ve x cinsinden ifade
edilen tek bilinmeyenli bir denklem haline donutstirilir. X cinsinden degeri bulu-
nur ve bu x degeri sonra ikame yoluyla y degerinin hesaplanmasinda kullanilir.
[kame metoduyla ¢ozimii gorebilmek icin yine dogrusal denklem sisteminde
ayni 6rnegi kullanalim:

5x + 7y =50
4x - 6y = -18

Ikame metodu ile cézimii gosterebilmek icin yukarida verilen dogrusal denk-
lem sistemindeki denklemlerden birisini alalim. Aldigimiz denklem ikinci dogrusal
fonksiyon olan

4x - 6y = - 18

olsun. Denklemin y cinsinden yazilip sadelestirilmesi durumunda,

4x + 18 = 6y
y=4/6x+3=2/3x + 3
y =2/3x + 3 @)

sonucu elde edilir.
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Buldugumuz y degerini (y = 2/3x + 3) sistemdeki diger denklemdeki (5x + 7y = 50)
gordiigimiiz y'nin yerine ifadeleri parantez icerisinde yazarak koyalim.

5x + 7y = 50

5x + 7 (2/3x + 3) =50
5x + 14/3 x + 21 = 50
15/3x + 14/3x + 21 = 50

[kame etmemiz ve sadelestirme sonucunda iki bilinmeyenli denklem sistemi x
cinsinden ifade edilen tek degiskenli bir denklem hiline dontsti. Bilinen ve bilin-
meyenleri bir tarafa aldigimizda,

29/3x =50 - 21= 29
x=3/29%29=3

x degeri 3 olarak bulunur. y degerini bulmak icin buldugumuz x degerini y =
2/3x + 3 denkleminde yerine koymamiz yeterli olacaktir. Islem sonucunda,

y=2/3x+3=2/3*3+3=5

y degeri 5 olarak bulunur. Dolayisiyla sistem icin ¢6zlim, x = 3, y = 5tir.

DOGRUSAL DENKLEMLERIN iKAME (YERINE KOYMA)
METODUYLA COZUMU

Yukaridaki 6rnek sistem haricinde, simdi yerine koyma metoduyla dogrusal denk-
lem sistemi ¢oziimiinii daha detayli inceleyelim. Bu baglamda, iki bilinmeyenli ve
iki denklemli sistem ¢oztimlerinden ¢ok bilinmeyenli cok denklemli sistem ¢cozti-
miini yerine koyma metoduyla detayli olarak ortaya koyalim.

Dogrusal denklem Sisteminde Esitlikleri ve Bilinmeyenleri
Sayma
Bir esitligi ¢cozip ¢ozemeyeceginizi nasil belirlersiniz? Kural oldukca basittir: esit-
likleri ve sonra da bilinmeyenleri (degiskenleri) sayariz.
e Eger esitlik sayisindan daha fazla degisken varsa sistemi ¢cozmek icin yeter-
li ipucunuz yok demektir.
Ornegin, y = x + z ve z = 5 seklinde iki esitlik ve 3 degiskene sahipseniz,
y = x + 4 oldugunu bilirsiniz ama bir esitlik daha olmadan y veya x’i ¢oze-
cek yeterli bilgiye sahip olamazsiniz.
e Diger taraftan, eger elinizde degiskenlerden daha fazla esitlik varsa, ¢cok faz-
la ipucunuz var demektir.
Ornegin, 4 esitlik ve 3 bilinmeyene sahipseniz esitliklerden bir tanesi ya tu-
tarsiz ya da bagimli olacaktir.
Esitlikleri saydiktan sonra kontrol etmemiz gerekir. Esitliklerin, dogrusal, ba-
gimsiz ve tutarli olmalari gereklidir.
“Dogrusal” nedir? Esitligin dogrusal olmasi, kontrol edilen biittin esitliklerin,

y =a + bx

formatinda olmasi gerekliligidir. Bu 6zellik formattaki a veya b'nin 0 ya da 1 oldu-
gu durumlari da igerir ki boyle durumlarda y = a ya da y = x olur. Dogrusal olma-
st formatin Us, kare (veya baska bir seviyede), kok, xy veya x/y olmamast duru-
munu ifade eder.

Bir esitligin dogrusal olmas,
kontrol edilen bitiin
esitliklerin, y = a + bx,
formatinda olmasi ve
formatin s, kare, kok, xy
veya x/y olmamasi anlamina
gelir. Dogrusallik ozelligi,
formattaki a veya b'nin 0 ya
da 1 oldugu durumlari da
icerir ki boyle durumlarda y
=avyaday=xolur.
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“Bagimsi1z” nedir? Bu durum en iyi, birbirinden bagimsiz olmayan iki esitlik-
le gosterilebilir. Ornegin, y = x ve 2y = 2x, denklemleri bagimsiz degildir. Eger bi-
risi dogruysa oteki de dogru olmak zorundadir. Ornekteki denklemlerin gercekte
her ikisi de mukerrer yazilmis olan aynt fonksiyondur, dolayisiyla ikisini de denk-
lem olarak sayamazsiniz.

“Tutarly” nedir? Bu durum daha bariz bir sekilde ifade edilebilir. Ayn: anda
hem y = x hem de y = x + 2 dogru olamaz.

En Kiigiik Durum: iki Esitlik ve iki Bilinmeyen

Bilinmeyen iki degiskeni x ve y degiskenleri olarak isimlendirelim. Oncelikle esit-

likleri yazip, gerekiyorsa sadelestirmek gerekir. Daha sonra esitlikler ve bilinme-

yenler sayilir ve devaminda bagimsizliklarint ve tutarhliklarint kontrol ederiz.
Varsayalim ki iki esitligimiz,

y =300 - 11x
y +x =200

seklinde verilmis olsun. Oncelikle bilinmeyenlerden birini bir tarafa, digerini de
diger tarafa atmak gerekir. Bu yapilirsa

y =300 - 11x
y =200 - x

denklemlerini elde ederiz. Denklemlere baktugimizda dogru sayida esitlik, dogru
sayida bilinmeyenler, dogrusallik, bagimsizlik ve tutarlilik oldugunu gortirtiz.
Buradan sonra ¢6ziim icin “Birinci Adim”, (hangisi daha kolaysa,) y=y veya x=x
seklinde bir esitlik olusturmaktir.
Ornek denklemlere bakinca, y'nin kolayda ve yalniz basina oldugunu goriiyo-
ruz, oyleyse y =y seklinde esitlik secelim.

y =300 - 11x
y =200 - x
y=y

300 - 11x = 200 - x

Simdi tek bilinmeyenli (x) tek bir denkleme diistiik. Tkinci Adim: Oteki degis-
ken icin ¢ozim yapmaktir. y=y yazmistik, Oyleyse bunun anlami x i¢in ¢6zim ya-
pacagiz demektir. x icin ¢oziim yaptigimizda,

300 - 11x = 200 - x
300 - 200 = 11x - x
100 = 10x

x =10

degerini buluruz. Uclincii Adim x i¢in buldugumuz rakamsal degeri denklemler-
den birine gotirtip yerine koymak ve oteki degisken (y) icin ¢oziim bulmaktir.

y =300 - 11x
y = 300 - 11(10)
y =300 - 110

y =190
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En Sik Karsilasilan Durum: Ug Esitlik ve Ug Bilinmeyen
Uc esitlik ve ti¢ bilinmeyenli denklem sistemleri aslinda 2-2lik sisteme gore cok
daha zor olacakmus gibi goriinse de gercekte neredeyse daha kolaydir. Bunun ne-
deni ise karsilasacagimiz neredeyse tim Uc¢ esitlik ve ti¢ bilinmeyenli sistemlerin
ayni yapida olacak olmasidir. Iktisatta karsilasilacak ti¢ esitlik ve ¢ bilinmeyenli
cogu sistemler genellikle ya

e T1ki davranissal veya politika denklemi ve

e Bir denklem, optimizasyon ya da denge denklemi gibi bir yaklasma kurali

uygulanarak ¢ozimlenir.

Uc Esitlik ve U¢ Bilinmeyenli Denklem Sistemlerinin
Coziim Asamalari

Bu tir 3-3'lik sistemlerin ¢ozilmesi birka¢ adimda gerceklestirilir. Simdi bu adim-
lar sirasiyla 6rnekler vererek aciklayalim.

Adim 1: Davranissal/politika iceren iki denklemi de yaklasma kosulunda yeri-
ne koymak ve indirgenmis form olarak elde etmek gerekir.

Oncelikle bilinmeyen degiskenleri %, q¢ ve p seklinde isimlendirelim.

Arz ve talep fonksiyonlart ve piyasa denge kosulunun sirasiyla asagidaki sekil-
de verildigini varsayalim.

q® =28+ 5p
qd=100-p
qs=qd

Birinci adimi gerceklestirmek icin 3. Denklemde ifade edilen arz ve talep esit-
ligi kosulunu uygulamak yeterlidir.

28 + 5p = 100 - p

Bu sistemin sadelesmesini ve bir anda 3-3’liik sistemden 1-1’lik sisteme donus-
mesine sebep olur. Buna “indirgenmis form denklemi” denir.

Adim 2: Yukarida 1. Adimda elde ettigimiz indirgenmis form denklemi sadece
fiyat (p) degiskeninden olusmaktadir. Tkinci adimda, bilinenleri bir yanda ve bilin-
meyenleri bir yanda toplayarak denklem sistemini ¢6zme yoluna gideriz. Cozim
bize piyasa denge fiyatini,

28 + 5p =100 - p
5p +p =100 - 28

6p =72
p=72/6
p* =12

olarak verir.

Adim 3: Adim 2’'de elde edilen fiyat (P) degerini davranis denklemlerinden bi-
rinde yerine koyup ve diger degisken (denge miktar, Q) icin ¢oziim yapariz. P de-
gerini arz fonksiyonunda yerine koyarsak, g% degerini,

q°=28+5p
q° =28 +5(12)
q® = 28 + 60

q® =88



86

Matematiksel iktisat

olarak buluruz. Talep fonksiyonunda da ayni islemi denemek mimkiindi ve so-
nuc fark etmeyecekti.

Adum 4: ilk elde ettigimiz (P) degerini bu sefer diger davranissal denklemde
(talep fonksiyonunda) yerine koymak suretiyle yapmis oldugumuz islemin sagla-
masini (dogrulugunu) test ederiz. Islem sonucunda q9 degeri,

qd=100-p
qd =100 - 12
qd =88

olarak bulundu. Eger q9 = ¢ = 88 ise yapmis oldugumuz ¢oziimleme dogrudur.

SIRA SiZDE"‘
=

Eger iktisadi olarak sistem
icindeki hangi denklemin
denge kosulunu ifade
ettigini bilmiyorsak
matematiksel olarak diger
tiim degiskenleri icerisinde
barindiran denklem
dogrudan veya dolayli olarak
denge kosuludur.

Arz, talep fonksiyonlar1 ve piyasa denge kosulu asagidaki sekilde verilmis ise yerine koy-
ma metodu yardimiyla denge fiyat ve denge miktar: bulunuz.

QS = 20 + 6P
Q4 =100-2pP
Q*=Q¢

Daha Fazla Esitlik ve Daha Fazla Bilinmeyen
Dort bilinmeyenli ve dort denklemli bir makro denge sistemi asagidaki sekilde ve-
rilmis olsun. Sistemde cari toplam tiikketim (C) cari gelirin (Y) fonksiyonu olarak
verilmistir. Yatirrm (I) ve kamu harcamalart (G) ise otonom harcamalar olarak ve-
rilmistir. Toplam gelir ise toplam efektif talebin fonksiyonudur.

C=500+2y
10

I =300

G = 400

Y=C+1+G

Sistemde dort bilinmeyen ve dort denklem mevcuttur: Bilinmeyenler; C, I, G ve
Y’dir. Hangi denklemin denge kosulunu ifade ettigini eger iktisadi olarak bilmiyor-
sak, matematik kullanarak bu tahmini yapabilirsiniz: Diger tim degiskenleri iceri-
sinde barindiran denklem dogrudan veya dolayli olarak denge kosuludur. Bu du-
rumda Ornek sistemimizdeki denge kosulunu, Y = C + I + G, esitligi ifade eder.
Dolayistyla ¢oziim 3-3’lik durumdaki ¢6ziim gibi olacaktir. Simdi adimlarla ¢6zii-
mu takip edelim.

Adim 1: Oncelikle, tiim davranis ve politika denklemlerini, yaklasma kosulu
denkleminde yerine koyup, indirgenmis formu elde etmemiz gerekir. Bu baglam-
da sistemdeki ilk t¢ tiketim, yatirim ve kamu harcamalari (C, I ve G) davranis ya
da politika denklemleridir. Son denklemde bunlart yerine koymak durumunda,

Y=500+%Y+500+4OO

gelir denklemini ifade ederiz. Bu indirgenmis form denklemidir.

Adum 2: Tkinci asamada, elde etmis oldugumuz indirgenmis formu, formdaki
degisken (Y) icin ¢cozmemiz gerekir. Sadelestirip, bilinmeyenleri bir tarafa, bilinen-
leri de diger tarafa alma sonucunda,

Y = 1200 + ﬁY
10
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vy -8 v =1200
10

1010 Y = 2y = 1200
10

2y =1200

10

Y = (10/2)*1200

Y = 54(1200)

Y = 6000

sonucuna ulasiriz. Simdi 6teki degiskenleri bulmak kolay olacaktir.

Adim 3: Y degerini bildigimize gore bu degeri diger tim davranis/politika
denklemlerinde yerine koyup ve diger degiskenler icin ¢6ziim yapariz.
Y degerini tiketim fonksiyonunda yerine koymamiz durumunda, tiiketim

C =500 + 8 6000
10

C =500 + 4800
C =5300

olarak hesaplanir.

Yatirim ve kamu harcamalar gelirin fonksiyonu olmadigindan hesaplanmasi
gerekmez ve I = 300 ve G = 400 olarak hesaplanir.

Dolayistyla ¢oziimiimtiiz (C, 1, G, Y) = (5300, 300, 400, 6000) olacaktir.

Adim 4: Son adim ¢oziilen degisken degerlerini indirgenmis form denklemin-
de yerine koyarak cevaplart kontrol etmektir. Islem sonucunda,

C+I+G=Y
5300 + 300 + 400 = 6000
6000 = 6000

Saglama yapilmis olur.

Daha Fazla Ornek C6ziim
Sistem denkleminin asagidaki sekilde verilmesi durumunda ¢6ziim karmasik go-

rilse de aynidir.
1y
10

9
= Z(Y-=-T
C SOOO+1O( )

I = 18000
G = 15000
Y=C+I1+G

Sisteme dikkatli bakilmasi durumunda bitiin bilinmeyenleri iceren denklem ti-
ketim (C) fonksiyonudur ve tiketim fonksiyonu (C ) denge kosulunu ifade eder.

Adim 1: Bitin davranis/politika denklemlerini yaklasma kuralinda yerine ko-
yup ve indirgenmis formu elde edelim.

Y = 5000 + 2 Y L Y) + 18000 + 15000
10 10
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Adum 2: indirgenmis formu sadelestirip gelir (Y) icin ¢ozelim.

Y=5%O+%Y—®HWOH®Y+%%O

Y = 38000 + 2 v — 2
10~ 100

v =38000 + 22 v_ 2 v
100~ 100
90

Y =38000 + —Y
100

Y - 20 Y = 38000
100

10y 2 v - 38000
100 100

19 Y = 38000
100

Y = 38000(100/19)
Y = 200,000

Bu bize Y degerini verir.

Adim 3: Y degerini diger tim davranis/politika denklemlerinde yerine koyup
ve diger degiskenler icin ¢cozim yapalim.

1
T = — (200,000

10( ,000)
T = 20,000

C = 5000 + 1—90 (200,000 — 20,000)

C =5000 + 1—90 (180,000)

C = 5000 + 162000

C = 167,000
I = 18,000
G = 15,000

Bu ¢oziimleme bitiin degiskenler icin ¢6zim sonucunu verir.

Adim 4: Butin ¢ozilen degiskenleri indirgenmis form denkleminde yerine ko-
yup esitligi kontrol etmek suretiyle cevaplarimizin saglamasini yapalim.

Y=C+I+G
200,000 = 167,000 + 18,000 + 15,000
200,000 = 200,000

Sonu¢ yaptigimiz islemin dogrulugunu ifade eder.



4. Unite - Esanli Denklem Sistemleri

89

Eleme Metodu

Dogrusal denklem sistemini ¢ozebilmenin 3. yolu eleme metodunu uygulamaktir.
Eleme metodunda verilen denklem sistemindeki bilinmeyenlerden x veya y’nin
elenmesi yoluna basvurulur. Bunu yapabilmek icin ise (6rnegin x’i elemek ic¢in)
iki asamali bir yol izlenir. Oncelikle, sistemdeki birinci denklem ikinci denklem-
deki x’in katsayistyla ve ikinci denklem ise birinci denklemdeki x’in katsayisiyla
carpilir. Daha sonra ise carpimlar sonucu elde edilen ilk denklemden ikinci denk-
lem c¢ikartilir.

Yine ayni denklem sistemini kullanalim ve sistemdeki denklemlerden x'i eleye-
lim. Bunun icin 6ncelikle birinci denklemi ikinci denklemdeki x’in katsayist olan 4
ile ve ikinci denklemi ise birinci denklemdeki x’in katsayist olan 5 ile carpmamiz
gerekir.

5x +7y =501 *4
4x-6y=-181*5

Islemler sonucunda denklem sistemi asagidaki sekle dontistir.

20x + 28y = 200
20x - 30y = -90

Ikinci asamada ise ilk denklemden ikinci denklemin ¢ikartilmasi islemi yapilir.

20x + 28y = 200
20x - 30y =-90 | —

Cikartma islemi neticesinde

0 + 28y - (- 30y) = 200 - ( -90)
58y = 290

degeri bulunur. Ve y icin ¢6ziimu 5 degerini verir.
y =290/58 =5

y degerini bulduktan sonra x’i bulmak icin ilk denklemlerden biri kullanilir ve
y yerine bulunan 5 degeri ikame edilir.

5x + 7y = 50
5x + 35 =50
5x = 15
x=3

Dolayistyla sistem icin ¢oziim eleme metodunda da yine, x = 3, y = S'tir.

ik 6nce x degiskenini elemek yerine y degiskeni de elenebilirdi ve ¢oziim yo-
lu yine aynt olur ve elde edilen x ve y degerleri degismezdi. Y degiskeninin elen-
mesi durumunda ise,

5x +7y =50 1 x6
4x-6y=-181x7
30x + 42y = 300
28x - 42y =-126 | +
x=3
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degeri bulunur. Sistemdeki denklemlerde x yerine 3 degerinin ikame y degerini 5
olarak verecektir.

SIRA SiZDE 7 Eleme metoduna gore esanli denklem sisteminin asamalarini nasil siralarsiniz?

Eszamanh Denklemlerde C6ziimiin Varhg: ve Tekligi
Asagidaki sekilde genel formda ifade edilmis dogrusal eszamanli denklemler

sistemi,
ax + by = e
cx +dy =f

sifir (¢ozimsiiz), sadece bir ya da sonsuz (¢ok sayida) ¢ézimli olabilir. Ortaya
cikabilecek bu durumlari gorebilmek icin, her iki denklemi de egim- kesisim
formunda y cinsinden ifade edelim (Burada b ve d katsayilarinin sifir olmadig:

varsaytlmistir).
y=c¢/b-a/bx
y=1f/d-c/dx

Eger bu iki dogrusal denklemin egimleri esitse bunlar ¢zdes veya paralel dog-
rulart tanimlarlar. Ornegin a/b = ¢/d ise egimler 6zdes (es)tir ki 0 zaman katsayi-
lar matrisinin determinantt olan (ad - c¢b) sifirdir. Ayrica kesisimler esitse her iki
denklem de aynit dogruyu tanimlar. Bu durumda dogru tizerindeki biitiin noktalar
(x,y) coziim durumunu ifade eder. Eger kesisimler farkliysa bu durumda iki denk-
lem birbirine paralel dogrulart tanimlar. Bu paralel dogrular kesismezler ve bun-
dan dolay1 ¢oziim kiimesi yoktur.

Ornek olarak asagidaki denklem sis-
\ temini kullanalim.

Paralel Fonksiyonlarin ve Coztimiin Yoklugu
X+2y=3

2x + 4y =4

Ornekte verilen denklem sisteminin

< ¢6zimi yoktur. Egim- kesisim formun-
3 da ifade edilen iki dogru olan,
7] 1
i =3/2 . —
] y=3 > X
i 1
X = —_——
T c y=1 > X

fonksiyonlari Grafik 4.2’de goralduga gi-

bi birbirlerine paraleldir ve asagidaki ¢o-

K / zimde gorildigi gibi ortak bir ¢cozim
kiimesi yoktur.

o
llTlll?

1 1 1
[ — = =1 -— +
3/ > X=Y S Xt =X

3/2=1
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Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Denklem Sistemleri ve
Coziimler

Varsayalim ki denklem sistemimiz asagidaki 6rnekte verilen dogrusal ve dogrusal
olmayan iki denklemden olussun.

y2+x-1=0

1
+—x=1
yrox
Boyle bir durumda, dogrusal olan denklemi x veya y degiskenlerinden biri icin
¢cozeriz ve sonucu dogrusal olmayan denklemde yerine koyariz. Sonucta elde edi-
len denklem tek bilinmeyenli dogrusal olmayan bir denklemdir. Ornegi x icin ¢6-
zelim. Dogrusal denklemi x icin ¢6zmemiz sonucunda, x degeri;

;—X=l—y
X=2-2y

olarak bulunur. $Simdi bulunan x degerinin dogrusal olmayan fonksiyonda yerine
konulmasi gerekir. Yerine koyma islemi sonucunda;

V2+Q2-2y)-1=y>-2y+1=(y-1D2=0

Boylece tek bir ¢ozim vardir, y*=1vex*=2-2*1)=0

DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERiININ EKONOMIK
UYGULAMALARI

Arz ve Talep Modeli
Arz ve talep modeli tiiketici ve Uretici davranislarinin fiyat degismeleri karsisinda
nasil etkilendigini ortaya koyar.

Talep

Her ne kadar bir malin talep edilecek miktarini belirleyen en 6nemli faktoér o ma-
lin fiyati ise de genel olarak, piyasada veri bir zamanda bir malin talep edilen mik-
tarint o malin fiyaty, tiketicilerin gelirleri, ilgili mallarin fiyatlarindaki degismeler,
tuketicilerin zevk ve tercihleri ve tiiketicilerin beklentileri gibi bircok faktor etkiler.

Ornegin, Coca-Cola'nin fiyati sabitken, Pepsi-Cola fiyat: artarsa; bu iki malin

birbirine yakin ikame mallar oldugunu diistinen bazi tiiketiciler daha fazla Coca-
Cola tiiketmeye baslayabilir.

e Talep fonksiyonu kavrami, tiiketici teorisine dayanir. Diger faktorler veri
iken (Ceteris-Paribus), bir malin fiyati azaldik¢a tiiketiciler o maldan daha
fazla miktarda almak isterler.

e Veri fiyatlardan bitiin bireysel talep miktarlarini topladigimizda bize piyasa
talebini verir. Talep fonksiyonu, talep edilen mal miktarini fiyatin ters fonk-
siyonu olarak ifade eder ve asagidaki sekilde ifade edilir.

Q= -ap + b,

Fonksiyonda; qP talep edilen mal miktarini, p piyasa fiyatini ifade eder ve a
ve b pozitif parametrelerdir.

e Talep egrisi (dogrusu) negatif egimlidir. Malin fiyati arttitkca o malin talep
edilen miktart azalir veya malin fiyat: azaldikca o malin talep edilen miktari
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artar. Fiyatla talep edilen mal miktart arasindaki bu ters yonli iliski “Talep
Kanunu” olarak bilinir.
e Talep edilen mal miktar1 (qP) bagim-

\ I degiskendir ve her birey icin piyasa
gfgﬂilf q talep edilen miktar fiyat1 (p) bireyin o fiyattan ne kadar o
T‘EZZZ; lEg visi mali alacagini gosteren veri olarak ka-

bul edilir.

Talep Egrisi (Dogrusu)

Y (dikey) eksenine talep edilen miktart
(@) ve x (yatay) eksenine malin fiyatini
(p) koymamiz durumunda talep egrisi
yandaki Grafik 4.3’teki gibi cizilir ve ta-

p piyasa fiyati

lep kanununu yansitacak sekilde negatif
egimlidir.

@

Geleneksel olarak, iktisat ders kitaplarinda Y (dikey) eksenine fiyat (p) ve X (yatay) ekse-

Arz

Arz fonksiyonu kavrami firma teorisine dayanir ve Ureticilerin farkls fiyatlardan
liretipte piyasaya getirmeye razi olduklar (iretim miktarlarini ifade eder. Ureti-
cilerin ne kadar miktarda mal arz edecekleri malin fiyati, girdi fiyatlar: (maliyet-
lerD, teknolojik degismeler ve tretici beklentileri gibi faktorlerden etkilenir. Di-
ger faktorler sabit iken, bir malin piyasa fiyati arttikca firmalar o maldan arz et-
mek istedikleri miktarlarini artirma yolunu sececektir.

Farkl: fiyatlardan bitiin firmalarin arz miktarlarinin toplami bize piyasa arz mik-
tarint verir. Arz edilecek mal miktari fiyatin dogrusal fonksiyonudur ve fiyat art-
tikca arz edilen mal miktari da artar, vice-versa. Bu iliskiye “arz kanunu” denir.
Arz fonksiyonu,

q°=cp+d,

seklinde ifade edilir ve q° arz edilen mal miktarint ifade eder. Fonksiyonda, ¢ > 0.
Arz egrisi (dogrusu) pozitif egimlidir. Bir malin fiyati arttikca o maldan arz edi-
len miktar artar. (Arz Kanunu)

e Arz foksiyonunda, arz edilen miktar

\ (g® bagimli degisken ve fiyat (p) ise

Arz Egrisi q arz edilen miktar bagimsiz degiskendir.

Arz Egrisi

Arz egrisi (dogrusu) diger faktorler veri
iken fiyatla arz edilen miktar arasindaki
dogrusal iliskiyi gosterir. Y (dikey) ekse-
nine arz edilen miktart (q) ve X (yatay)
eksenine malin fiyatint (p) koymamiz du-

gS=cp+d

p piyasa fiya rumunda arz egrisi yanda Grafik 4.4’teki
gibi cizilir ve arz kanununu yansitacak
/ sekilde pozitif egimlidir.
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Geleneksel olarak, iktisat ders kitaplarinda Y (dikey) eksenine fiyat (p) ve X (yatay) ekse-

Arz, Talep ve Piyasa Dengesi

e Piyasa dengesi, tiketicilerin almaya gonulli oldugu mal miktart ile treticilerin
satmak icin gonilli oldugu mal miktarinin esit oldugu durumu ifade eder. Pi-
yasa denge kosulu;
qD = qS
olarak ifade edilir. Piyasada arz ve talep edilecek mal miktarlarini esitleyecek
tek bir fiyat diizeyi vardir ve bu fiyata “piyasa denge fiyat1” veya “piyasayi te-
mizleyen fiyat” denir.

e Eger qP > q° ise piyasada denge yoktur yani piyasada tiiketiciler firmalar ta-
rafindan arz edilen miktardan daha fazla miktarda mal satin almak istiyorlar-
dir. Bu ancak fiyatin denge fiyatindan kiiciik olmast durumunda s6z konusu
olabilir.

e Eger qP < ¢® ise piyasada tireticiler tiiketiciler tarafindan talep edilen miktardan
daha fazla miktarda mal arz etmek istiyorlardir. Bu ancak fiyatin denge fiyatin-
dan biytik olmast durumunda s6z konusu olabilir. Yani piyasada bir dengesiz-
lik vardir.

Piyasa denge durumunu bir 6rnek yardimiyla ¢dzelim. Varsayiniz ki bir mal

(kullandiginiz Matematiksel Iktisat Kitab1) icin talep fonksiyonu (talep edilen mik-

tar (Q) ve fiyat (P) arasindaki negatif yonlu iliskiyi temsil edecek sekilde),

qP =40 - 2p
ve arz fonksiyonu da
q®=3p-10

olarak verilsin. Veri fonksiyonlardan piyasa denge fiyat ve miktarini bulalim.
Piyasa denge kosulu, qP = q¥dir.
Bu bir ti¢ dogrusal denklemli ve ti¢ bilinmeyenli ( g, ¢, p) bir sistemdir. Den-
ge ¢cozumu icin Oncelikle arz ve talep fonksiyonlart esitlik olarak yazilip bu esitlik-
te bilinen ve bilinmeyenler ayri taraflara ¢ekildiginde,

40 - 2p = 3p - 10,

Denge fiyat, p* = 10 olarak bulunur.

Bu sonucu (p degerini) denklemlerden (fonksiyonlardan) birinde yerine koyar-
sak (6rnegin arz fonksiyonunda) denge miktart buluruz. islem sonucu denge mik-
tar, q* = 3 (10) - 10 = 20°dir.

Dengede arz edilen mal miktar: talep edilen mal miktarina esit oldugundan bulmus oldu-
gumuz denge miktar ayn1 zamanda denge talep miktaridir.

Piyasa Dengesinin Grafiksel Gosterimi

Denge durumunu grafik olarak ifade edebilmek icin 6ncelikle piyasa arz ve talep
fonksiyonlarinin cizilmesi gerekir. Bunun icin, verilen dogrusal fonksiyonlarin Y
ve X eksenlerini hangi noktalardan kestigini hesaplamak gereklidir.
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[slemi oncelikle talep fonksiyonu icin yapalim.

Talep fonksiyonu, qP = 40 - 2p olarak verildiginden;

qP = 0 iken, p = 20'dir.

Piyasa Dengesi q
40
q%=3p-10
q =20 E
qP=40-2p
ol 103 p=i0 20

~

Bu deger talep egrisinin yatay (p) ek-
seni kesecegi noktayi ifade eder.

P = 0 iken, qP = 40'tr.

Bu deger talep egrisinin dikey (q)
ekseni kesecegi noktayi ifade eder. Gra-
fik 4.5'te 20 ve 40 degerleri talep egrisi-
nin yatay ve dikey eksenleri kestigi nok-
talar: ifade etmektedir.

Arz egrisini cizmek icin ise benzer
islemi tekrarlamak gerekir. Arz fonksi-
yonu, q° = 3p - 10 olarak ifade edildi-
ginden ve pozitif egimli oldugundan,

P = 0 iken, ¢° = -10'dur.

Bu arz egrisinin baslangi¢c noktasint ifade eder.

q® = 0 iken ise, P = 10/3'tir.

Bu degerler Grafik 4.5’te gorilmektedir. Denge grafikte E noktasinda arz ve
talep fonksiyonlarinin kesistigi noktada ifade edilmistir ve bu noktadaki piyasa

Piyasada q
Dengesizlik
Durumu 40
(qP > q%) q’=3p-10

yP=30

E
D
yo=s qP=40-2p

5 p=10 0 20 P

~

/

SIRA SiZDE‘7
=

denge fiyati daha 6nce hesaplandigi
gibi 10 (£) ve denge miktar ise 20'dir
(birim).

Dengesizlik Durumu

(q®° > q°)

Piyasa fiyatinin denge fiyatin (£10) al-
tinda olmast durumunda (6rnegin £5)
talep edilen mal miktari (30 Birim) arz
edilen mal miktarindan (5 Birim) fazla
olacak ve piyasada talep fazlaligindan
dolay1 denge soz konusu olmayacaktir.
Bu dengesizlik durumu asagidaki Grafik
4.6'da “Talep Fazlast” olarak ifade edil-
mistir.

Piyasada Dengesizlik durumu ne ifade eder ve hangi durumlarda gerceklesir?

KARSILASTIRMALI STATIK DENGE ANALIZi

Yukarida verdigimiz ornekte piyasa dengesi diger faktorlerde degisme soz konu-
su degilken duragan ve tektir. Ancak piyasa kosullarinda degismeler her zaman
s6z konusu olur ve bu degismelerin dengeyi (denge fiyat ve denge miktar) nasil
degistirdigi arastirllmali ve analiz edilmelidir.
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Piyasa kosullarinda, 6rnegin, alicilarin gelirleri veya Uretim teknolojisi degise-
bilir ya da piyasaya vergiler yoluyla kamu miuidahalesi olabilir. Sistemde gerc¢ekle-
sen soklarin yol actigt yeni olusan dengeyi ilk denge karsilastirmak icin temel di-
stnce “Karsilastirmali Statik Denge Analizi”dir.

Piyasa dengesinin soklar sonucu nasil degistigini simdi Karsilastirmali Statik
Denge Analizi ile Ornekler yardimiyla aciklayalim.

Tiiketici Gelirinin Artmasi ve Dengenin Degismesi
Varsayalim ki Matematiksel Iktisat kitabi icin talep simdi sadece fiyat degil de ay-
nt zamanda fiyat (P) ve gelirin (D) bir fonksiyonu olarak asagidaki sekilde verilsin:

qP'=-2P + 40 + 1

Kitabin arz fonksiyonu ise hala eskisi gibi,
q® = 3P — 10 olsun.

Piyasa Denge kosulu yine

qP' = ¢ olacakur ve

40 — 2P + 1 =3P - 10,
P icin ¢oziilmesi durumunda,

P=10+ ; degeri bulunacaktir.
>

Eger gelir, I = 50 ise bu durumda denge fiyat ve miktar,

P* = 20 ve q* = 50 /
q Piyasa Dengesinin Gelir

olarak bulunur. Artis1 Dolayisvyla Degismesi
Simdi varsayalim ki gelir £50'den £100’ye 140

yiikselsin. Gelirdeki £50lik artig piyasa tale-

binin artmasi nedeniyle piyasa denge fiyati-

nin 20’sinden £30’sine ve denge miktari-

nin da 50 birimden 80 birime cikarak, den- 90

ge miktarin 30 birim, fiyatlarin da 10 birim

(®) artgin1 gosterir. ﬂ
Grafik 4.7 gelirin 50 ve £100 olmasi du-

¢®=3p-10

rumundaki talep fonksiyonlarint ve piyasa 80
denge durumunu gostermektedir. Grafikte
iki talep egrisinin birbirine paralel oldugu 50

fakat yeni talep egrisinin orijinal halinden
yukartya (saga) dogru kaydigini gortirtiz. Bu
bize diger faktorler sabit iken, gelirdeki ar-
tislarin normal mallar icin veri fiyatlardan
talebin artmasina sebep oldugunu ve talep /
fonksiyonunu saga kaydirdigint gosterir. K /
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Vergi Politikasi ve Piyasa Dengesinin Degismesi
Kirmizi et icin talep ve arz fonksiyonlart sirastyla

qP = -7p + 1000
q® = 5p - 200

olarak verilmis olsun.
Piyasa Denge kosulu, q° = q° oldugundan, ¢oziim sonucunda denge fiyat ve
denge miktar sirasiyla,

p* =100 ve g* = 300 olarak bulunur.

Kirmizi et piyasast boyle bir dengedeyken, varsayiniz ki hiikiimet saglikli bes-
lenmeyi tesvik amaciyla satilan her kilo icin t liralik vergi koymus ve bu vergiyi de
et saticilart (Ureticilerine) yiiklemis olsun.

Yine varsayalim ki, t = 25. Bu durumda, vergi faturasi etin fiyatina degil satilan
et miktarina baghdir.

Vergi kime yiiklenirse ytklensin;

e Piyasanin daralmasina,

o Ureticinin eline gecen fiyatla tiikketicin 6deyecegi fiyat arasinda bir farkin

olusmasina sebep olur.

Verginin etkisini analiz etmek icin ilk 6nce piyasa fiyati, p, ile saticilarin eline
gecen fiyat, p’, arasindaki ayrimin farkina varilmalidir.

Verginin saticilara ytklenmesi durumunda, p piyasa fiyatindan triiniinii satan
satict, t lira kadar vergiyi devlete 6demek zorundadir ve bu ytizden sattigt her bi-
rimden piyasa fiyati olan p degilde, p’ = p - t alir.

Bu durumda veri vergi kosulu altinda, saticilarin arz etmeye gonulli oldugu
kirmizi et miktar artik p ye degil p’’ye baglidir.

Bu durumda vergi sonrast yeni arz fonksiyonunu,

qS, = 5p’- 200 seklindedir.

Vergi sonrast degisen ve olusan (elde edilen) biitiin denklemleri yeniden
yazarsak,

qP = -7p + 1000 (D
q® =5p’- 200 @)
QP =g 3
p'=p-t (€Y
t=25 6]

Bes (5) denklemli ve bes (5) bilinmeyenli ( qP, q5', p, p’, ©) dogrusal bir denk-
lem sistemi elde ederiz.

Bu denklem sistemini ¢ozmek icin 6nce denklem (5)’i denklem (4)’te yerine
koyalim.

p'=p-t=p-25 )

Daha sonra elde ettigimiz denklem (4") ‘G denklem (2)’de yerine koyarsak ver-
gi sonrast arz fonksiyonu ortaya cikar.

qs’= 5 (p - 25) - 200 = 5p - 125 - 200 @3]
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Denklem (2”) de elde edilen vergi sonrasi arz denklemi ile vergi dncesi arz
fonksiyonunun, q° = 5p - 200 egimleri aynidir. Bununla birlikte, veri bir fiyat dii-
zeyinde ilk durumdaki vergi 6ncesi arz denkleminin vergi sonrasi arz denklemin-
den, (2"Yden daha biytik oldugunu goriiriiz. Yani vergi Ureticiye ylklenmesi du-
rumunda, arz fonksiyonunun azalmasina (asagt dogru kaymasina) sebep olur.

Her iki arz fonksiyonun da grafikleri paralel ancak denklem (2”) daha kictk bir
y degerini almaktadir ve arz egrisi asagi dogru kaymustir.

Vergi sonrasi piyasa dengesini bulmak icin q° = q3' yapilmas: gerekir. Bu du-
rumda ortaya cikacak vergi sonrast denge fiyat (p), p = £110,4°dir. Bu fiyat vergi
sonrast tiketici tarafindan ¢denen fiyattir. Vergi sonrasi Ureticinin eline gecen fiyat
ise;

p'=110,4 - 25 = £85,4dir.

Vergi sonrast piyasa denge miktari ise, C birimdir.

Vergi sonrasi degerler incelendigi ve vergi olmadigt durumla karsilastirildiginda;

e Verginin arz fonksiyonunu 125 birim asagi kaydirdigi,

e Piyasa Denge Miktarini 300 birimden 2271 birime dustrerek piyasayt da-
ralttigint,

e Tiketicinin 6dedigi fiyati (piyasa fiyat) £110,4’ye artirarak, tiiketicinin 6de-
digi fiyat ile treticinin eline gecen fiyat (p'= 110,4 - 25 = £85,4) arasinda bir
fark yarattig1 ve bu farkinda vergi oranina esit oldugunu,

e Vergi kime ytiklenirse yiklensin bundan hem tretici ve hem de tiketicile-
rin olumsuz yonde etkilendiklerini,

e Devletin t * g* kadar vergi geliri elde ettigini gortriz.

q
1000 45=5p-200
q3'=5p-125-200
Eo \ Vergi geliri
300 E, &8
227,1

Nas

/ 85,4 100 110,4 142,9 P
-200

\

Vergi Politikasi ve
Piyasa Dengesine
Etkisi

/

Grafik 4.8'de golgelendirilmis alan devlete tahakkuk eden vergi gelirini goster-
mektedir ve 6rnekte q* = 227,1 carpi vergi orani t = £25'ye esittir.

Piyasa dengesi hangi durumlarda ve nasil degisir?

Y XD
40
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Dogrusal Denklemler ve Makroekonomik Denge
Makroekonomik teorinin ilgi alani bir ekonominin butintdur. Ekonominin biiti-
ninde oOzellikle gelir seviyesinin nasil belirlendigini gostermenin bir yolu da dog-
rusal bir makroekonomik model kullanimidir.

Modelin Anahtar iliskisi

Bir ekonomide belli bir donemde tiretilen tim mal ve hizmetlerin degeri (Q), eko-
nomik tim birimlerin toplam tiretim neticesinde elde ettikleri gelire (Y) ve bu ge-
lirde ekonomideki tiim mal ve hizmetler icin yapilan toplam harcamalara (E) esit
(denk) olmak zorundadir. Bu makroekonomik denklik,

Y=Qve Q=E

olarak ifade edilir. Yani ekonomide toplam tretim degeri toplam gelire ve toplam
gelirde toplam harcamalara esittir.

Y=Qve Q=E
denkligi bize
Y=E D

esitligini verir.

Esitlik (1) ayni zamanda bir 6zdesliktir, yani bir ekonomide veri bir zamanda
toplam gelirle toplam harcama birbirine esit olmalidir.

Devletin olmadig: veya kamu harcamalarinin sifir oldugu kapali bir ekonomide
toplam harcamalar (E), ekonomik bireylerin tiiketim harcamalariyla (C), firmalarin
yatirtm harcamalarini, (D, icerir.

E=C+1 @)

Ekonomik birimlerin planlanan ya da arzulanan tiketim harcamalari harcanabi-
lir gelirin bir fonksiyonu olarak asagidaki tiiketim fonksiyonu seklinde ifade edilir.

C =ayY +b, 3

Esitlik (3)te C, planlanan tiiketimi; a ve b, pozitif parametrelerdir ve a para-
metresi sifirdan biytk ve 1’den kicik deger alan Marjinal Tiketim Egilimini
(MPQ) ifade eder. Pozitif egimin anlami ise harcanabilir gelir arttik¢a, Y, tiketim
(C) artacagidir. Spesifik bir tiiketim fonksiyonun asagidaki sekilde verilmis oldu-
gunu varsayalim:

C =0.5Y + 200

Bu fonksiyonda MPC, 0.5'tir. Yani tiiketici kazandigi ekstra her bir (1) £'nin ya-
risint harcayacak, kalan yarisini ise tasarruf edecektir.
Tasarruf gelirin harcanmayan kismidir ve planlanan tasarruf,

S=v-C

seklinde ifade edilir.
Bu bir 6zdesliktir. Ctinkt gelirin tiiketilmeyen kismi ister istemez tasarruf
edilecektir.
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Yukaridaki 6zdeslikte planlanan tiketimi (C) tasarruf fonksiyonunda yerine
koyarsak:

S=Y-@Y+hb)=Y(-a)-b

elde edilir.
Ornegimize gore tasarruf fonksiyonu su sekilde olur:

S =Y -(0,5Y + 200) = 0,5Y - 200

Gorildugi tizere tiketim (C) ve planlanan (arzulanan) titketim (C) birbirine
esit degildir. C cari titketim miktari, C ise tiiketicinin tiikketmek istedigi miktardir.

Cari tiiketimin planlanan tiiketime esit olmadig durumlarda, C # C, aslinda ge-
lirdeki degisimlere neden olan harcamalardaki degisimler olacaktir.

Bu ytizden denge kosulu icin,

C=C €9

esitligine ihtiyac¢ vardir.

Olusturdugumuz dort (4) esitlik bizim bes (5) bilinmeyenli (Y, E, I, C, C) mak-
roekonomik modelimizi ortaya koyar.

Elimizde esitlik sayisindan daha fazla bilinmeyen oldugu icin, ¢oziim sekli tek
degildir.

Denklem sisteminin ¢6zimi igin, toplam gelir toplam harcamalara esit oldu-
gundan, esitlik (2)’deki harcamalar (E) yerine esitlik (1)’deki geliri (Y) yazalim.

Y=C+1 6))

Daha sonra (4). denklemi (5). denklemde yerine yazalim,

C=0,5Y + 200 (©)

Ve elde etmis oldugumuz (6). denklemi (5). denklemde yerine koyalim. Bu is-
lemler sonucunda gelir,

Y =0,5Y + 200 + 1,

seklini alir. Yeniden diizenleyip geliri esitligin sol tarafina alirsak,
Y - 0,5Y = 200 + I
Y(1-0,5Y) =200 +1

_ 200+I
0,5

@)

sonucuna ulasiriz. Bu (7). denklem bize gelirin (Y) yatirim harcamalarinin (I) bir
fonksiyonu oldugunu ifade eder.

Elde ettigimiz gelir denklemin de iki tane bilinmeyen oldugu icin, bunun tek
bir ¢coziimt yoktur.

Yedinci (7.) denklemin paydasi (0.5), bir eksi marjinal tiketim egilimine yani,

(1- MPC) = (1 - a)’ya esittir.

Eger a = 1 ise, payda sifir degerini alacaktir. Eger a > 1 ise, payda negatiftir. Bu
nedenle MPC'nin sifirla bir degeri arasinda degerler almast arzulanir (a < 1).



100

Matematiksel iktisat

Makroekonomik denge durumundaki denge reel geliri (Y) icin belirli bir de-
ger elde etmek istiyorsak, yatirrm harcamalart (D) ile ilgili ilave bilgilere sahip
olmaliyiz.

Basitlestirmek icin, varsayalim ki, yatinm harcamalart (I)’'nin sabit bir degeri var
ve I = 500 olsun. Bu durumda daha 6nce elde etmis oldugumuz (7) no.lu denk-
lemde bu degeri yerine koyarsak, denge gelir diizeyi;

¢ = 20041 _ 200+500
0.5 05

= 1400

olarak bulunur. Bu deger denge gelir diizeyidir ve ekonomik birimlerin planlanan
tiiketim harcamalari ve firmalarin yatirnm harcamalart ekonominin bu tiiketim ve
yatirtm mallarinin fiili Gretimi ile uyum icindedir.

Cozmis oldugumuz modelde yatirim harcamalart (I) dissal (ekzojen) bir degis-
ken olarak kabul edilmistir. Degerleri model icerisinde belirlenen degiskenler ise
Y ve C gibi, i¢sel (endojen) degiskenlerdir.

Yukarida ¢oziimt gosterilen makro modelin grafiksel gosterimi asagidaki Gra-
fik 4.9'dadur.

Makroekonomik
Denge Gelir

Diizeyinin Gosterimi 1500

ve Dengenin
Degismesi

. N

A
C.E=C+1 Y=E_ E=C+1=0,5Y+750

\

A
1400 E=C+1=0,5Y+700

_— C=05v+200
750

700

200 -
1400 1500

/

Karsilastirmali Duraganhk

Varsayalim ki yatirim harcamalart 500 birimden 550 birime yiikseldi. Bu gelisme
denge gelir diizeyinin yatirim harcamalarindaki artistan daha fazla artmasina sebep
olur.

¢ = 20041 _ 200+550
0.5 05

= 1500

Yatirim harcamalarindaki 50 birimlik bir artis gelirde 100 birimlik bir artis sag-
lamustir. Bu etkiye yatirim carpan etkisi denir. Grafik 4.9°’da gorildigi gibi, yatirim
harcamalarindaki bir artis toplam talep fonksiyonunda yukart yonlt bir kaymaya
neden olur, E = C + I, ve denge gelir diizeyinin artistyla sonuclanr.
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DOGRUSAL iKTiSADi MODELLERE iLiISKiN ORNEK
COZUMLER

Piyasa Dengesinin Bulunmasi ile ilgili Ornekler
Bir piyasa icin talep ve arz fonksiyonlar: sirastyla,
QP =50-P
QS =20+2P
seklinde verilmis olsun. Piyasa dengesi, QS = QP esitligini saglan fiyat (p) diizeyin-
de gerceklesir. Islem sonucunda,
20 + 2P =50 -P

Denge fiyat, P = 10 ve denge miktar, Q = 40 olarak bulunur.
Piyasa denge durumunu genel form olarak ifade etmek istersek talep ve arz
fonksiyonlari sirastyla,

QP =a+bp
QS=c+dp
ifade edilir ve piyasa denge fiyat ve miktart ise
p - A=< ve 0- ad-bc
d-b d-b

olarak ifade edilir.

Tiiketim Vergileri ve Piyasa Dengesine Etkisi ile llgili
Ornekler

Eger bir piyasada satislar Gizerinden Ureticilerden (saticilardan) devlet tarafindan
her birim icin t kadar vergi aliniyorsa, yukaridaki 6rnekte verilen piyasadaki arz ve
talep fonksiyonlari vergi sonrasi asagidaki sekilde ifade edilir.

QP =50-Pp
Q%=20+2P -0.

Bu kosullar altinda vergi sonrast yeni piyasa denge fiyat ve miktart ise

P=10+(%)t

2
=40 - ()t
« 3

seklinde olur.

Bu esitlikler t kadar verginin P ve Q denge degerlerini nasil etkiledigini goster-
mektedir. Unutmayalim ki, tiiketiciler tarafindan ¢denen fiyat (P), arz ediciler tara-
findan alinan fiyat (P - t)’ye esit degildir, bu ytizden P fiyatinin “tiketicilerin 6de-
digi fiyat” oldugunu tekrar belirtelim.

Tiketim vergilerinin sz konusu oldugu durumda iki esitligimiz ancak t¢ de-
giskenimiz vardir (P, Q ve ). Bunun anlami, her degiskenin ¢c6zimuiint iclerinden
biri ekzojen (dissal) olarak verilmedikce yapamayiz. Yukarida P ve Q, t'nin bir
fonksiyonu olarak yazilmisti. Bu durumda t degisirse piyasa dengesi de degisecek-
tir- bu grafiksel olarak egrilerden birinin kaymasi demektir. Vergilerdeki degisim-
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lerden kaynaklanan denge degisimini incelemek karsilastirmali statik analiz olarak
bilinmektedir.

Ulusal Gelirin Belirlenmesi ile ilgili Ornek
Bir ekonomide denge gelir diizeyinin (Y) bulunmast istenmektedir ve toplam ti-
ketim harcamalar: toplam gelirin bir fonksiyonu olarak tiketim (C) fonksiyonu,

C = 1000 + 0,8Y

olarak verilmistir. Toplam talep, tiiketim talebinin ve yatirim talebinin toplamima
esittir. Denge gelir (Y) diizeyi, gelir ve toplam talep (C + D esitligi yardimiyla bu-
lunabilir. Yatirimlarin otonom veya dissal oldugu varsayiminda toplam talep,

Y = 1000 + 0,8Y + I olarak yazilir.
Geliri yatirtm harcamalarinin fonksiyonu yazmamiz durumunda,
Y = 5000 + 51
ve
C = 5000 + 41

olarak yazilir. Ornekte, milll gelir-yatirim ¢arpani 5’tir. Yatrim carpani yatirmlar-
daki bir birimlik degismenin milli gelirde ne kadarlik degisiklik yaratacagini ifade
eder.

Genel formda ifade etmek istersek tiiketim fonksiyonu,

C=a+by

olarak ifade edilir ve buradan denge gelir, denge tiiketim diizeyi ve carpan form-
lar1 sirasiyla,

1
Ve carpan = — olur.
AP Ty
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Ozet

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziim metotla-
rini aciklamak ve wygulamak

iktisatta, esanli dogrusal denklem sistemlerini
cozmek icin sirastyla Egim-Kesisim Formunu Kul-
lanma, fkame (Yerine Koyma) ve Eleme Metotla-
rindan yararlanilir.

Egim-Kesisim Formunu Kullanarak cozebil-
mek icin Oncelikle her iki dogrusal denklemi
egim-kesisim formunda yeniden yazmak gerekir.
Sonra bilinmeyenlerden birini denklemin sol ta-
rafina alip, 6rnegin y, bu bilinmeyeni diger bilin-
meyen, X, cinsinden yazmak gerekir. Dogrusal
iki fonksiyonun kesistigi noktada y degerleri ay-
n1 olmalidir. Bundan dolayi, y cinsinden yazilmis
olan iki dogrusal fonksiyonun birbirine esitlen-
mesi gerekir. Buradan bilinenlerle bilinmeyenle-
ri bir tarafa almamiz ve x degeri bulunur. x de-
geri bulunduktan sonra herhangi bir denklemde
bu degeri yerine koyarak y degeri elde edilir.
ikame metodunda denklem sistemindeki dog-
rusal fonksiyonlardan biri alinir ve y veya x cin-
sinden yazilir. Diyelim ki y cinsinden yazilan
fonksiyon daha sonra sistemdeki diger fonksi-
yonda y goriilen yer(ler)e ikame edilir ve x cin-
sinden ifade edilen tek bilinmeyenli bir denklem
hiline dontsturilir. x cinsinden degeri bulunur
ve bu x degeri sonra ikame yoluyla y degerinin
hesaplanmasinda kullanilir.

Eleme metodunda verilen denklem sisteminde-
ki bilinmeyenlerden x veya y’nin elenmesi yolu-
na basvurulur. Bunu yapabilmek icin ise (6rne-
gin x'i elemek icin) iki asamali bir yol izlenir. On-
celikle, sistemdeki birinci denklem ikinci denk-
lemdeki x'in katsayisiyla ve ikinci denklem ise bi-
rinci denklemdeki x’in katsayistyla carpilir. Daha
sonra ise carpimlar sonucu elde edilen ilk denk-
lemden ikinci denklem c¢ikartilir. x degerini ele-
memiz bize y degerini verir. y degerini bulduktan
sonra xX'i bulmak icin ilk denklemlerden biri kul-
lanilir ve y yerine bulunan deger ikame edilir.

Ozellikle ikame (yerine koyma) metoduyla sistem
problemlerini ¢c6zmek

fkame metodunda denklem sistemindeki dogru-
sal fonksiyonlardan birisi alinir ve y veya x cin-
sinden yazilir. Diyelim ki y cinsinden yazilan
fonksiyon daha sonra sistemdeki diger fonksi-
yonda y gorilen yer(ler)e ikame edilir ve x cin-
sinden ifade edilen tek bilinmeyenli bir denklem
haline donusturilir. x cinsinden degeri bulunur

ve bu x degeri sonra ikame yoluyla y degerinin
hesaplanmasinda kullanilir.

Bir esitligi coziip cozemeyeceginizi belirleyebil-
mek icin dncelikle esitlikleri ve sonra da bilin-
meyenleri (degiskenleri) saymamiz gerekir. Eger
esitlik sayisindan daha fazla degisken varsa siste-
mi ¢ozmek icin yeterli ipucunuz yok demektir.
Ornegin, y = x + z ve z = 5 seklinde iki esitlik ve
3 degiskene sahipseniz, y = x + 4 oldugunu bilir-
siniz ama bir esitlik daha olmadan y veya x’i ¢o-
zecek yeterli bilgiye sahip olamazsiniz.

Diger taraftan, eger elinizde degiskenlerden da-
ha fazla esitlik varsa cok fazla ipucunuz var de-
mektir. Ornegin, 4 esitlik ve 3 bilinmeyene sa-
hipseniz esitliklerden bir tanesi ya tutarsiz ya da
bagimli olacaktir.

Esitlikleri saydiktan sonra kontrol etmemiz gere-
kir. Esitliklerin, dogrusal, bagimsiz ve tutarl ol-
malari gereklidir. Bir esitligin dogrusal olmast,
kontrol edilen bitiin esitliklerin, y = a + bx, for-
matinda olmasi ve formatin Us, kare, kok, xy ve-
ya x/y olmamast anlamina gelir. Dogrusallik 6zel-
ligi, formattaki a veya b'nin 0 ya da 1 oldugu du-
rumlari da icerir ki boyle durumlarda y = a ya da
y = x olur.

Esitligin bagimsiz olmast en iyi birbirinden ba-
gimsiz olmayan iki esitlikle gosterilebilir. Orne-
gin, y = x ve 2y = 2x, denklemleri bagimsiz de-
gildir. Eger birisi dogruysa oteki de dogru ol-
mak zorundadir. Ornekteki denklemlerin ger-
cekte her ikisi de mikerrer yazilmis olan ayni
fonksiyondur, dolayistyla ikisini de denklem ola-
rak sayamazsiniz.

Esitligin “Tutarli” olmasi ayni anda hem y = x
hem de y = x + 2 dogru olmamast anlamini tastr.

Iktisadi uygulamalarin yapmak

Esanlt dogrusal denklem sistemleri iktisat teori-
sinde ¢ok yaygin kullanim alanina sahiptir. Bu
sistem coztimleri kullanilarak mikroekonomi ala-
ninda piyasa dengesinin belirlenmesi, dengenin
degismesinin karsilastirmali statik analiz yonte-
miyle ortaya konulmasti, piyasa sartlarindaki ve
vergi politikalarindaki degismelerin dengeye et-
kilerinin analizi yapilir.

Makroekonomi alaninda ise 6zellikle ekonomi-
nin genel denge gelir diizeyinin ve bu denge du-
rumunda diger bilinmeyenlerin 6rnegin tiiketim,
yatirim vb. tahmininin yapilmast islemlerinde kul-
lanim alani bulur.
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Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

(& Matris cebiri terminolojisi ile kullanilan notasyonlari tantyabilecek,

@ Matrisleri toplayip ve ¢ikarabilecek,

(& Matrisleri bir say1 ve baska bir matris ile carpabilecek,

< Bir matrisin determinantint ve tersini hesaplayabilecek,

@ Ters matris, Gauss Yontemi ve Cramer kurali ile denklem sistemlerini ¢dze-
bilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Vektor e Kofaktor

e Matris e Determinant

e Birim matris e Ters matris

e Kare matris e Gauss Eleme Yontemi
e Matrisin evrigi e Cramer Kurali

e MinOr e Dogrusal Denklem Sistemi




GiRiS

Bircok iktisadi modelde, bircok degiskenin esanlt olarak etkilesimi soz konusudur.
Ornegin, emek ve sermaye gibi iki girdi kullanan ve kirin1 maksimize etmeye ca-
lisan bir firma durumunda, karsilastirmali statik analiz yapabilmek icin iki tane
esanli dogrusal esitligin ¢cozimii gerekmektedir. Aslinda bu durum n degiskenin
yer aldigt n tane dogrusal esitlikten olusan denklem sistemleri icin de gecerlidir.
Bu denklem sistemlerinin ¢c6ziimii de bir sekilde matrislerin ve matrislerle ilgili be-
lirli islemlerin yapilmasini gerektirir. Aslinda iktisadin ¢esitli alanlarinda matrisler
yogun bir bicimde kullanilmaktadir. Matris islemleri sayesinde iktisadi modelleri
analiz etmek hem daha basittir hem de bu modellerle ilgili daha ayrintili bilgi elde
etme sansimiz vardir. Matrisleri kullanarak bir verideki tek tek gozlemler yerine,
verinin timiuyle ilgilenebiliriz. Matrisler 6zellikle dogrusal denklem sistemleri s6z-
konusu oldugunda ¢ok yararli ve giiclii bir aractir. iktisatta da bircok teorik model
ya dogrusaldir ya da bazi basit isemlerle, 6rnegin logaritmik dontsiim uygulaya-
rak, dogrusal hale getirilebilir. Matrisler sayesinde ¢ok karmasik gibi goriinen
denklem sistemleri basit ve oldukc¢a acik bir bicimde ifade edebilir; esanli dogru-
sal denklem sistemlerinin ¢6ziimtiniin olup olmadigini ¢cozmeye baslamadan belir-
leyebilir ve nihayet bu denklem sistemlerini ¢6zebiliriz. Bu baglamda matislerle
iliskili determinantlart kullanarak, sistemin tek bir ¢ozimi olup olmadigini belirle-
yebiliriz. Ayrica modern iktisadi analizlerde yogun olarak kullanilan Cramer kura-
It ile bir esitlikte yer alan bilinmeyen bir katsayt icin, esitliklerde yer alan diger kat-
sayilar cinsinden ¢oziim bulabiliriz.

Q = AK*LP bicimindeki dogrusal olmayan Cobb - Douglas iiretim fonsiyonunun her iki ta-
rafinin logaritmasi alinarak, yani logQ = logA + ologK + BlogL biciminde yeniden yazila-
rak, dogrusal hile getirilir.

MATRISLERLE iLGiLi TANIMLAR VE TERIMLER

Matrisleri tanimlayabilmek ve iktisatta nasil kullanildiklarint aciklayabilmek icin
oncelikle iki esitlik ve iki bilinmeyenden (x; ve x,) olusan asagidaki denklem sis-
temini gz Online alalim.

ajx;+ ajpXxy = by
arX| + apnxy = by
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Bu denklem sisteminin sol tarafi, iki satir ve iki stitundan olustugu icin, iki esit-
lik ve iki bilinmeyen degiskenden olusan bu sistem, bir kare sistemdir. Herbir de-
giskene ait katsay: icin iki tane indis kullandmuistir. Bu sayede bu sayilart rahatlik-
la ayirdedebiliriz. Ornegin a,,, birinci satr ve ikinci stitunda goziikmektedir. Esit-
lik sisteminde her degiskenin pozisyonu kendi katsayist ile endekslenmistir. Bu
anlamda a,, birinci satir, ikinci stitundaki degiskenin katsayist olmaktadir.

m tane dogrusal esitlik ve n tane bilinmeyen degiskenden (x’ler) olusan denk-
lem sistemi ise,

apX)+ appXp 4a13X3 4 4a;pX, = by

ax(X| + axXn 4a23X3 4 48X, = by

Am1X] + appXp pan3X3 4 4 ApXy = b

biciminde yazilir. Bu denklem sisteminde i ninci satir ve j ninci stitunda yer alan
degiskenin katsayist a dir.
A, sistemin katsayi matrisini temsil etsin:

a4y
= (8]

mn

Ayrica ¢oziim vektort ile sabit terimler vektort sirastyla,

X1 bl
X2 b2
X=| x, ve b= b3
X by

X b
ajp o apy X by
A= X X3 |— b3
am] Amn :
Xll bITl
Matris: Bir koseli biiyik Buradaki sistemde m tane satiri ve n tane stitunu olan bir matris, m tane satiri

Es{sgltae?aliglz?ﬁ zg;r ve ve 1 tane stitunu olan bir baska matris (vektor) ile carpilarak sag taraftaki m tane

degisken veya fonksiyonlan  satirt ve 1 tane stitunu olan bir baska matris olusturmustur. Yani, a; (i = 1, 2, ...,
temsil eden elemanlardan ' m; j = 12 ... n) katsayilarinin yer aldig1r matris ile x degiskenlerinin yer aldig

olusan dikdortgen biciminde . o 1o .. oo
bilrj§tablo:1ur. sen bieim! vektor carpilarak, b’lerin yer aldigi bir vektor elde edilmistir.
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Burada so6ziini ettigimiz matris, koseli bityiik bir parantez icinde satir ve
siitunlara yazili say1, degisken veya fonksiyonlar: temsil eden elemanlar-
dan olusan dikdortgen biciminde bir tablodur. Bir matris, bir veri setinin do-
gal yorumu olan, stitunlar seti ya da satirlar seti olarak da distintilebilir (Tablo
5.1’e bakiniz). Matris, ya A = [ai]-] ya da [A]ii biciminde gosterilir. aj; i=1,2,..,m
j=1,2, .., n) sayiar;, A matrisinin girdileridir. Satir ve stitun sayilart matrisin bo-
yutu olarak adlandirilir. A matrisinin boyutu mxn’dir. 1 X 1 boyutundaki bir matris
5, 10 gibi bir say1 iken, m X 1 boyutundaki matris bir stitun vektori; 1 X n boyu-
tundaki matris ise bir satir vektort olarak adlandirilir.

Matrisler olusturulurken ya biiyiik koseli parantez ya da sadece parantez kullanilir. Biz bu
iinitede koseli parantez kullanmayi tercih etmekteyiz. Ayrica matrisleri ifade ederken bii-
yiik kalin harfler kullanacagiz, 6rnegin A gibi. Matrisin boyutu yazilirken dnce satir sayisi
sonra siitun sayis1 yazilir.

Kendi uzay vektoriinde bir vektor olan ve satir ve stitundaki elemanlarin reel ve-
ya karmasik say1 olabilecegi matrislerin sayisal bir degeri yoktur. Her matrisin her
satirt ve stutunu birer vektor olarak dustnulir. m satirli, n stitunlu bir matriste her
eleman iki indis ile gosterilir. Ornegin a eleman;, G=1,2, ..., m;j=1,2, ..., mi
ninci satir, j ninci stitunda bulunmaktadir.

Bir matriste yer alan her bir elemanin yeri, katsayinn ikili indisi ile belirlenmektedir. ilk
indis elemanin bulundugu satir1, ikincisi ise siitunu gosterir. Ornegin a elemany, i ninci
satir ve j ninci siitunda bulunur.

Tek bir satir veya stitundan olusan matrislere de vektor denir. Eger matris tek-
bir stitundan olusuyorsa stitun vektor; buna karsilik tek bir satirdan olusuyorsa sa-
tir vektor olarak adlandirilir. Ornegin, m x 1 boyutundaki bir matris stitun vektor
iken; 1 X n boyutundaki bir matris satir vektordiir.

Vektorlerde sayilar ya satir ya da siitun olarak siralanirlar. Ornegin, tablo 5.1'de
yer alan GDP ve bilesenlerine ait 2010 yili gozlemleri, bir satir vektor olustururken;
GDP’ye ait 2006-2010 yil1 arast yillik gézlemler bir siitun vektér olusturur.

Vektor: Tek bir satir veya
siitundan olusan matristir.

GayriSafi ' ripetim Kamu ,
Yillar Yurtici Harcamalari  Harcamalart Yatirnmlar = Net lhracat
Hasila

1998 70.203.147 46.668.56 7.197.730 16.046.649 14.167.223
1999 67.840.570 46.707.900 7.487.233 13.445.804 13.640.979
2000 72.436.399 49.444.450 7.910.764 15.794.125 16.607.950
2001 68.309.352 46.182.645 7.826.844 11.060.447 12.496.592
2002 72.519.831 48.372.691 8.283.079 12.684.573 15.104.296
2003 76.338.193 53.295.981 8.066.780 14.481.761 18.657.142
2004 83.485.591 59.143.619 8.553.886 18.589.131 22.545.355
2005 90.499.731 63.787.207 8.766.884 21.821.588 25.289.816
2006 96.738.320 66.749.821 9.506.407 24.714.467 27.031.712
2007 101.254.625 70.421.398 10.127.098 25.480.808 29.913.978
2008 101.921.730 70.198.486 10.304.175 23.912.294 28.678.672
2009 97.003.114 68.597.603 11.105.788 19.358.027 24.578.358
2010 105.738.813 73.199.512 11.327.507 25.154.548 29.657.682

Tablo 5.1
Harcamalar
Yontemiyle Gayri
Safi Yurti¢i Hastla
(1998 fiyatlaryyla),
1998-2010 1000 )
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Kare matris: Satir ve siitun
sayisi birbirine esit olan
matristir.

Ucgensel matris:
Kbsegeninin alt veya
iistiindeki elemanlar
sifirdan olusan kare
matristir.

96738320
101254625
x=| 101921730
97003114
105738813

<
I

105738813 73199512 11327507 25154548 29657682

Vektorler matrislerin 6zel durumlaridir ve matris islemlerini karekterize eden bii-
tin kurallar vektorler icin de gecerlidir. Her ne kadar matrisleri ifade etmek icin bu-
yuk kalin harfler kullansak da vektorleri, a, b gibi kiictik kalin harflerle gosterecegiz.

Eger iki matrisin satir ve siitun sayilari birbirine esitse, yani boyutlart aynrysa,
bu iki matrise carpilir matrisler denir. Ornegin A, ve B matrisleri carpilir mat-
rislerdir, ¢clinkli satir ve siitun sayilart birbirine esittir.

Satir ve slitun sayist birbirine esit olan matrise kare matris denir. Eger m = n
ise A matrisi bir kare matristir. A, | bicimindeki bir matris kare matristir, ¢linki sa-
tir ve stitun sayist aynidir. Bu durumda A matrisi asagidaki gibidir.

ar; ...
app ot App

Eger bir matrisin tim elemanlar sifirsa, o matrise sifir matris denir. Asagida yer
alan A matrisi bir sifir kare matris 6rnegidir.

nxn —

iktisatta ve ozellikle ekonometride sikca kullanilan bazi kare matris tipleri var-
dir. Bunlarin basinda ticgensel matris gelir. Ucgensel matris, kdsegeninin alt ve-
ya ustindeki elemanlari sifirdan olusan kare matristir. Eger ticgensel matrisin ko-
segeninin Ustlindeki elemanlar sifir ise o matrise alt licgensel matris; kosegeni-
nin altndaki elelmanlar sifir ise o matrise iist iicgensel matris denir. Ornegin asa-
gida yer alan A matrisi, bir Ust ticgensel matris 6rnegidir.

ary ... Qg
An=| 0 .
0 0 ay

b
DIKKAT A!

Simetrik matris: Tim i ve
j'lericin, aj = aj kosulu
gergeklesen mafristir.

Bir matrisin kosegen elemanlari, satir ve siitun indisleri birbirine esit olan elemanlardir.
Ornegin, bir A matrisi icin, Ay, Agg, Azz, e 5Ap, gibi.

Eger bir matriste tim i ve jler icin, a;; = a gerceklesiyorsa, o matrise simetrik

matris denir. Ayrica daha sonra gérecegimiz gibi, simetrik matrisin evrigi kendisi-
ne esit olur. Asagida yer alan A matrisleri birer simetrik matristir.
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a b
Ay = b d
ve

1 3 7
A3X3 - 3 5 2

7 2 1

Eger bir kare matrisin sadece kosegen elemanlart sifirdan farkliysa o matrise
kosegen matris denir. Asagidaki A matrisi, sifirdan farkli elemanlart sadece kose-
gen tzerinde yer aldigt icin bir kdsegen matristir.

ar ... 0

nxn —
0 - a,

Eger bir kdsegen matrisin kosegen elemanlart birbirine esitse o matrise skaler
matris denir. Ornegin asagida yer alan A matrisinin késegen elemanlari birbirine
ve onlar da a’ya esit oldugu i¢cin A matrisi skaler matristir.

nxn —

Kosegen elemanlari bire esit olan skaler matrise de birim matris denir. Birim
matris her zaman I ile gosterilir. Birim matris yazilirken matrisin boyutunu ifade et-
mek icin genellikle bir indis kullanilir. Ornegin asagida yer alan matris, nxn boyut-
lu bir birim matris 6rnegidir.

TEMEL MATRIS iSLEMLERI

Simdiye kadarki aciklamalarimizda matrisin ne oldugunu, 6zellikle ekonometride
yaygin olarak kullanilan matris tiirlerini tanittik. Ancak matrislerle ilgili aciklamala-
rimiz sadece bunlarla sinirl degildir. Clinkt biz daha ileri gidip matrisleri, iktisatta
sorunlarin ¢ozimiinde ve ozellikle de denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kullana-
cagiz. Bunun ic¢in de, evrigin alinmasi, toplama ve ¢ikarma, matrislerin esitligi,
matrisin bir say1 ile carpimi ve matrislerin carpimi gibi bircok matematiksel islemin;
matrisler kullanilarak nasil yapildigint da gosterecegiz. Simdi matrislerin esitligin-
den baslayarak bunlari tek tek aciklamaya calisalim.

Matrislerin Esitligi

iki matris veya vektoriin esit olabilmesi icin, her ikisinin hem ayni boyutta yani ay-
nt satir ve stitun sayisina sahip olmast ve her iki matrisin karsilik gelen satir ve su-
tun elemanlarinin biribirine esit olmasi gerekir. Ornegin, m satir ve n siitun sayisi-

Késegen matris: Sadece
kdsegen elemanlar sifir
olmayan matristir.

Birim matris: Ksegen
elemanlari bir olan skaler
matristir.
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na esit olan, yani boyutu mxn olan A ve B gibi iki matrisin esit olabilmesi icin, tim
i ve j degerleri icin,

a; = by

olmas1 gerekir.

@

i=1,..,mvej=1,..,ndir.

SIRA SiZDE"‘
=

SIRA SiZDE’
-

A ve B gibi esit iki matris asagidaki gibi olsun. Buna gore x ve y degerlerini bulunuz.

1 2
x—y 2

Iy
0 2

A:

Matrislerde Toplama ve Cikarma

Iki matrisin toplanip ¢ikarilabilmesi icin iki matrisin ayni boyutta, yani iki matrisin
satir ve stitun sayilarinin birbirine esit olmasi gerekir. Toplama ve ¢ikarma islem-
leri sonucu elde edilen yeni matrisin boyutu da toplanan ve c¢ikarilan matrisle ay-
nt olur. m tane satirt ve n tane slitunu olan, yani mxn boyutunda, A ve B gibi iki
matris olsun. A ve B matrisinin toplami,

ajp ... ap by ... by ar +by ap +by,
A+B= : . +or e = : :
am1 Amn bml bmn aml + bml Amn + bmn
mxn mxn mxn
ve farklari ise
a apy by by, ajp—byy ajy — by
A-B=| : : +| : = : :
ami Amn bml bmn Aml — bml Amn — bmn
mxn mxn mxn
olur.
.. 3 -7 2 4 0 1
Ornegin, A= ve B= ise A ve B matrisleri toplami
01 8 2 -3 0
asagidaki gibi olacaktir.
3 =7 2 4 01 B+4) (=7+0) 2+
A+B= + =
01 8 %3 2 =30 3 0+2) (I+(=3) ‘8+0 -
7 =7 3
2 =2 8 3

Yukaridaki 6rnekte verilen A ve B matrislerini kullarak A-B’yi bulunuz.
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Matrisin iz Degeri

Hoy (2001) de tanimlandig: gibi, bir kare matrisin iz degeri (trace), matrisin kose-
gen elemanlarinin toplanmastyla bulunur ve Tr(A) veya trace(A) biciminde goste-
rilir. Kare A matrisi nxn boyutunda ise A'nin izi,

n
TI‘(A)I Zaﬁ =ay +322 +...+ann

i=1
1 2 3
biciminde hesaplanir. Ornegin A=| 10 20 30 | biciminde ise, iz degeri,
100 200 300

3
Tr(A)= ) a; =1+20+300 =321

i=1

olur.
[z degeri islemcisinin bazi ozellikleri vardir. Bunlar,
e iki matrisin toplaminin iz degeri, ayr1 ayr1 matrislerin iz degerleri toplamina
esittir. Yani, Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)
e Tr(AB) = Tr(BA) dir.

Matrislerde Garpma

Matrislerde carpma islemi iki sekilde gerceklestirilir. Bunlarin ilkinde, belli bir de-
ger, drnegin bir say1 ile matris carpilir ve bu isleme skalerle carpim denir. ikinci-
sinde ise bir matris baska bir matris ile carpilir. Simdi bunlari sirasiyla aciklayalim.

Matrisin Bir Sayi ile Carpimi

Matrisler skaler adi da verilen reel sayilarla carpilir. Herhangi bir sayimin matris ile
carpimina skaler carpan denir. Matrisin skalerle ¢carpimi, matrisin her elemaninin
belli bir sayiyla tek tek carpilmastyla gerceklesir. Ornegin, k gibi bir sabitin nxn
boyutunda A matrisinin carpimi olan kA matrisi, A matrisinin tim elemanlarinin k
ile carpilmasiyla elde edilir.

ar; ... Ay kall kaln
kA:[kaij]:k : P e .
apy 0 App kanl kann

Matrislerin Carpimi

Nasil 5 ve 8 gibi iki sayty1 carpryorsak, matrisleri de carpabiliriz. Ancak matrislerin
carpimt ile sayilarin carpimi arasinda iki tane onemli fark vardir. Birincisi, her mat-
ris ikilisi carpilamaz ve carpilan matrislerin boyutu 6nemlidir. A ve B gibi iki mat-
risin carpilabilmesi icin, yani AB’nin elde edilebilmesi icin ilk matrisin yani A mat-
risinin stitun sayisinin, ikinci matrisin, yani B matrisinin, satir sayisina esit olmast
gerekir. Ornegin, A matrisi mxn boyutunda ve B matrisi de nxp boyutunda ise an-
cak AB matrisi bulunur. AB ¢arpim matrisinin, 6rnegin C matrisinin, boyutu mxp
olur. Yani birinci matrisin satir sayisiyla ikinci matrisin stitun sayist ¢carpim matrisi-
nin boyutunu olusturur.
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Carpim matrisinin elemanlart bulunurken, birinci matrisin satir elemanlari ile
ikinci matrisin stitun elemanlarinin ¢carpimlari toplami alinir.
Eger ise Apxn = [aij ]mxn ;B=[bij]nxp ;i=1.m;j=1..p A ve B matrislerinin car-

pim matrisi olan C, mxp boyutunda bir matris olacaktir. Yani, AB=C= [Cij](m o)
X

dir. Burada, cj =ajby, +ajrby +...+abj +...+apby olacaktr. Matrislerle
g0s
;... Ay bll bln €1 -+ Cpp
AB=C=| : . R = :
Am1 " Amn by 0 by Cmi " Cmp
mxn nxp mxp
Simdi bir 6rnekle iki matrisin nasil carpildigini gosterelim. Diyelim ki A matrisi
3 X 3 boyutunda,

2 -1 4
A=|1 0 2
2 3 -8

5 2
B=|4 -3
1 0

olsun. AB = C matrisinin nasil elde edildigini simdi ayrintili olarak gosterelim. Car-
pima gecmeden Once carpim kosulunun saglanip saglanmadigini kontrol ediyo-
ruz. Gorildigu gibi, A matrisinin stitun sayist, B matrisinin satir sayisina esit oldu-
gu icin, carpim kosulunu saglamaktadir. C ¢arpim matrisinin ilk satir ve stitunun-
da yer alan ¢, degerini hesaplamak icin, A matrisinin birinci satirinda yer alan ele-
manlar ile B matrisinin birinci stitununda yer alan elemanlar karsilikli carpilarak
toplamr alinir. Yani ¢;; degerini bulmak icin asagidaki islemler yaplir:

=2 —1 4 =2x5+(—1x4)+4x1=10—4+4 =10

— K~ W

ilk iki satirda yer alan degerleri ise asagidaki gibi hesaplariz.

2
cp=[2 —1 4| =3 |=2x24(—Ix—3)+4x0=4+34+0=7
0
5
c21=[1 0 2] 4 |=1x5+0x4)+2x1=5+2+0=7
1
2
0222[1 0 2] —3 |=1x24+(0x—3)+2x0=24+04+0=2
0
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Dolayistyla AB = C matrisi,

2 —1 4 5 2 10 7
AB=C=|1 0 2 4 -3 = 7 2
2 3 -8 3 1 0 12 14 =5 12

biciminde bulunur.

C matrisinin boyutunun kural geregi 3 X 2 oldugunu yani A matrisinin satir sayistyla B mat-
risinin siitun sayisina esit oldugunu unutmayiniz.

Yukaridaki 6rnekte carpim matrisinin iiciincii satir elemanlarin1 bulunuz.

Matris islemlerinin Yasalari

Yukarida aciklamaya calistiimiz matris islemlerinin aritmetik islemlerle benzer
ozellik tasidigini rahatlikla anlamissinizdir. Simdi bu bazi aritmetik kurallart bir
animsayalim:

e a(b+c) = ab+ac (Carpmanin, toplama tzerine soldan dagilma 6zelligi)

e (a+b)c = actbc (Carpmanin, toplama tizerine sagdan dagilma ozelligi)

e a(bo) = (ab)c (Carpmanin birlesme 6zelligi)

e ab =ba (Carpmanin degisme 6zelligi)

Bu kurallarin matris cebirinde de, son kural hari¢, hemen hemen birebir karsi-
ligt vardir. Bu nedenle de matrisleri (Vinogradov, 1999) da belirtildigi gibi genel-
lestirilmis sayilar olarak distinebiliriz. Bu kurallart matrisler icin asagidaki gibi ya-
zabiliriz:

e (A+B)+C = A+(B+C) (Matris toplaminin birlesme 6zelligi)

e (AB)C = A(BC) (Matris carpimin birlesme 6zelligi)

e A+B = B+A (Matris toplaminin degisme 6zelligi)

e AB+C) = AB+AC (Matris carpimin, toplama tzerine soldan dagilma ¢zelligi)

e (A+B)C = AC+BC (Matris carpimin, toplama tizerine sagdan dagilma ozelligi)

Aritmetikte gecerli ancak matrislerde gecerli olmayan kural ise matris carpimi-
nin degisme 6zelligidir. Her ne kadar aritmetikte ab = ba olsa da matrislerde her
iki carpim matrisi var olsa bile AB = BA olmayabilir.

Matrisin Evrigi

Matrislerle ilgili bu tinitede sik¢a kullanacagimiz ¢ok yararli bir diger islem de mat-
risin evriginin alinmasidir. Bir matrisin evrigi, matrisin satirlari siitunlari ile degisti-
rilerek elde edilir. Bu durumda matrisin birinci satir1 birinci stitun, ikinci satirt ikin-
ci siitun ve sonuncu satir sonuncu stitun olur. Yani evrigi alinan matrisin satir sa-
yist, evrik matrisinin siitun saysina; stitun sayist da satir sayisina esit olur. Bunun
sonucunda evrigi alinan A matrisinin boyutu mxn ise evrigi olan matris nxm boyu-
tunda olur.

Ornegin,

a a a a1 a4z
11 412 43 s
A= ve evrigi A= aj;p  an
a1 Az a3
a3 az3

olur.

SIRA SiZDE

Matrisin evrigi, matrisin
satir ve siitunlarinin yer
degistirilmesi islemidir.
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Tekil olmayan matris: Tersi
alinabilen matristir.

Gortldigi gibi A matrsinin evriginin alinmasi sonucu A matrisinin birinci sa-
tir1, A’ matrisinin birinci siitunu; ikinci satir1 da ikinci stitunu oldu.

25
3 6 |matrisinin evrigini bulunuz.
4 7

A=

Evrik isleminin bazi ¢zellikleri vardir. Bunlar;

e Iki matrisin toplaminin evrigi, matrislerin evrikleri toplamina esittir. Yani
(A+B)Y =A"+B olur.

e Iki matrisin farkinin evrigi, matrislerin evriklerinin farkina esittir. Yani
(A-B) =A"-B olur.

e Bir matrisin evriginin evrigi orijinal matrise yani kendisine esittir. Yani
(A" =A olur.

e Bir sayi ile matrisin ¢carpiminin evrigi o sayi ile matrisin evriginin carpimina
esittir. Yani (kA)" = KA’ olur.

e A ve B gibi iki matrisin carpiminin evrigi B” A” olur. Yani (AB)’ = B” A’ olur.
Bu kural A, B ve C gibi ti¢c matris icin, (ABC)" = C'B’A” seklinde olur.

e Eger A matrisi kare matrisse ve evrigi kendisine esitse, yani A" = A oluyor-
sa A matrisi simetrik matristir.

TERS MATRISIN BULUNMASI

Hess (2002) ’de vurgulandig: gibi matrisleri kosullar saglandig: takdirde toplayabi-
lir, ¢cikarabilir ve carpabiliriz. Ancak iki matrisi birbirine bolemeyiz. Yani iki matri-
sin orant diye bir seyden s6z edemeyiz. Bununla birlikte nasil bir sayiy: sifirdan
farkli bir saytya bolmek, o sayiyt boldigiimiz saymin tersiyle carpmak anlamina
geliyorsa, ayni mantigi matrislerin tersine de uygulayabiliriz.

Unitenin ileriki kistmlarinda aciklayacagimiz gibi denklem sistemlerini ¢ézerken
kullanacagimiz yontemlerden biri ise ters matris yontemidir ve burada da katsayilar
matrisinin tersini almak zorundayiz. Bir matrisin tersinden so6z edebilmek icin her
seyden 6nce o matrisin kare matris olmasi gerekir. Ancak bu her kare matrisin de
tersi olacag: anlamina gelmez. Eger A gibi bir kare matrisin A”! biciminde gosteri-
len ters matrisi varsa, A matrisiyle tersinin ¢arpimimnin birim matrise esit olmasi ge-
rekmektedir. AB = BA =1 olacak sekilde B matrisi varsa B'ye A’nin tersi denir.

Bir matrisin tersinin alinabilmesi icin gerek kosul o matrisin kare matris olma-
sidir. Ancak bu yeterli degildir, ¢ctinkti A gibi bir kare matrisin tersinin alinabilme-
si icin |A| biciminde gosterilen A 'nin determinantinin sifirdan farkli olmast gerekir.
Eger bir matrisin determinant degeri sifirdan farkliysa o matrise tekil olmayan mat-
ris denir ve tekil olmayan matrisin tersi alinabilir. Determinanti sifir olan matrise ise
tekil matris denir.

Bir matrisin tersi alinirken iki yontem uygulanir. Bunlar ek matris yontemi ile
Gauss Eleme yontemi ya da Pivot yontemi denilen yontemlerdir. Simdi bunlari si-
rastyla aciklayalim.

Gauss Eleme Yontemi veya Pivot Yontemi

Bu yontemde A gibi bir matrisin tersi bulunurken A matrisinin sag tarafina bir bi-
rim matris yaziir. Daha sonra her iki matrise ayni satir islemleri uygulanir. Bu is-
lemler A matrisi bir birim matrise dontistinceye kadar strdirtlir. Bu satir islemle-
ri sonucunda birim matrise dontisen matris, A matrisinin ters matrisi olacaktir. $im-
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di bu soylediklerimizi bir 6rnekle gosterelim. Diyelim ki A matrisi 2 X 2 boyutun-
da ve asagidaki gibi olsun.

A=
1 =3

B

A matrisinin tersini alabilmek i¢cin 6nce A matrsinin sagina 2 X 2 boyutunda bi-
rim matris yazalim ve sonrasinda da asagidaki islemleri sirasiyla yapalim.

2 1

1 0
1 =3 1

1. Birinci satirt ikiye bol.

3. Ikinci satirt -2/7 ile carp.

—_
e

o
=N = N

4. Ikinci stitunu 1/2 ile ¢carp ve birinci satirdan ¢ikar.

o]

A matrisi birim matrise dontstigl icin yanindaki matris olan matris A matrisi-
nin tersi olacaktir. Yani,

Q- 9w
g =

Al =

V| = 9w
<=

olacaktir.

7 9
6 12

7 SIRA SiZDE
matrisinin tersini Gauss Eleme yontemi ile bulunuz. - a
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Determinant: Bir matrisin
determinanti o matrisin,
herhangi bir satir veya
stitunundaki elemanlarinin
kendi kofaktor degerleriyle
carpimlari toplamidir.

Ek Matris Yontemi

Bu yontem ile ters matrisin bulunabilmesi icin asagidaki asamalarin izlenmesi gerekir:
e Matrisin determinantinin bulunmasi,
e Matrisin kofaktor matrisinin olusturulmas,

Kofaktor matrisinin evriginin alinarak ek matrisin bulunmas,

e Ek matrisin her bir elemanimnin determinant degerine boliinmesi.

Simdi bu asamalarin nasil yapildigint gosterelim. Islemlere determinantin bu-
lunmasi ile baslayalim.

Daha 6nce degindigimiz gibi determinant bir dogrusal denklem sisteminin ¢o-
ziminin bulunmasinda kullanilir. 2 X 2 boyutundaki bir kare matris icin determi-
nant degeri, matrisin kdsegen elemanlart carpimindan kosegen dist elemanlari car-
piminin ¢ikardmastyla bulunur.

ar; ap
a1 axp

bicimindeki bir A matrisinin determimanti, |A|

|A|=aj1ap —agjap

olur. Ornegin, A= i -1 ] bicimindeki bir A matrisinin determinanti
2 —1
|A|= 3 =2x5—3x(—1)=10+3=13 olur.

Her ne kadar 2 x 2 boyutundaki bir kare matris icin determinant hesaplanmast
kolay olsa da matrislerin boyutu arttikca bu hesaplama biraz karisik hale gelecek-
tir. Ikiden daha ytiksek boyutlu matrisler icin determinant hesaplayabilmek icin
matrislerin minor ve kofaktor degerlerinin kullanilmasi gerekir. Ciinkti bu boyutta-
ki bir matrisin determinanti, matrisin herhangi bir satir veya siitunundaki eleman-
larin kendi kofaktorleriyle carpimlart toplamudir.

n X n boyutunda olup da, n = 2 olan matrislerin i ninci satir j ninci siitununda-

ki elemanin minord, |M A matrisinin i ninci satirt ile j ninci stitununun silin-

1j| )
mesiyle olusturulan (n-1) X (n-1) boyutundaki yeni matrisin determinant degeridir.

Ornegin,
a4 a3
A=| ay ayp apy
a3; a3y as3

bicimindeki bir matrisin birinci satirinda yer alan elemanlarinin minér degeri sira-
styla sunlardan olusur:

a a

My, |= S axaz3 —azpan
a3y 433
a1 ay

My, | = > |=a51833 —azja03
a3; 433
a a

IM3| = S azjazy —asjay
a3; az
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Yine n X n boyutundaki ve n > 2 olan matrislerin i ninci satir j ninci stitunun-

daki elemanin kofaktor, |Cij| , minor degerine bir isaret verilerek
Cj = (=D |Mij|

formultyle bulunur. Minorlerin isareti eger i+j toplamu cift say1 ise degismezken
tek say1 ise degisir. Ornegin, |M11|,|M22| ve |M33| min6r degerleri ile kofaktor de-
gerlerinin isareti ayni olacakur. Yani, [Mj|=|Cyq], [Maz|=|Ca| ve [M33|=|C33]
olacakur. Buna karsilik [My|,|[Mas] icin sirastyla kofaktor degerleri |Ca1|=—My,|
ve |Cps|=—|Mjys| olacakur. 3 x 3 boyutundaki bir matrisin minér degerlierini ko-

faktore cevirirken asagidaki isaret matrisi kullanilir.

Matrisin herhangi bir satir veya stitunundaki elemanlarinin kofaktor degerleri
bulunduktan sonra sira matrisin determinantinin bulunmasina gelir. Bunun i¢in
matrisin herhangi bir satir veya stitunundaki elemanlari kendi kofaktorleriyle car-
pilir. Ornegin, A matrisinin determinant degerini bulmak icin A matrisinin birinci
satirinda yer alan elemanlarini kendi kofaktorleriyle carpalim.

|A]=aj1c11 +ajacis +ay3e13
Minor degerlerini de kullanirsak determinant degeri,
|A]= ap; M|+ a5, Mo 42,3 M5

veya,

a3 a3 a; a3 a1 a
|A|=ay; —ap +ay3
a3 asz3 a3; 4as3 a3; az

|A|=aj1(axa33 —azan)—ap(ayazs —azaz) +aj3(azaz —azjagn)

olur.
Simdi bir 6rnek yardimiyla konuyu iyice anlamaya calisalim.

A=

A\oRN (S I N
S L AN
S~ o =

A matrisinin determinanti asagidaki gibi hesaplanir.

6 1 4 1 4 6
0 4 9 4 9 0
|A|= —2(6x4 — 0x1) 4 5(4x4 — 9x1) — 2(4x0 — 9x6)

= —2x24 4+ 5x7 —2(=54)

=—48+35+108

=95

+5 —2

|A|:—2‘
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SIRA SiZDE

2/ 3
—1 | matrisinin birinci satrin1 kullanarak determinant degerini bulunuz.
1

>

Il
—_—0 =
N = N

Bu sekilde aciklamaya calistigimiz detrminantin bazi faydali 6zellikleri vardir.
Bunlar:
1. Bir matrisin satir veya stitunundaki elemanlart herhangi bir sabitle carpildi-
ginda detrminant degeri de o sabit kadar artar. Yani 6rnegin

T kaj; kap | | kayp o ap
ar); axp a)  ap kay; ap

kajjay; —kagja;y =k(ajjax —agjapn) =k|A|

2. Bir matrisin iki satir veya stitununun karsilikli degisimi determinantin mut-
lak degerini degil ama isaretini degistirir.

ajpp ap a1 Ay _
- =—agja;p —(—apjax) =ajap —azap

a1 axp ar;p ap

3. Bir matrisin evriginin determinant: da matrisin determinantiyla aynidir. Ya-
ni, |A| = |A’| dir.

4. Bir matrisin herhangi bir satir veya stitununu k gibi bir sabitle carpip sonuc-
ta bir baska satir veya stituna eklendiginde determinant degeri degismez.

ap ap | aj app _ K K _
= K K =ajjay tkajja;p —apay —kajjapy =ajjaz —apay);
aj; ap ap; t+kaj; ap +kap

Determinant degeri bulunduktan sonra tersi alinacak matrisin 6nce kofaktor
matrisi, daha sonra da kofaktorler matrisinin evrigi olan ek matris bulunur. Bir
matrisin kofaktor matrisi (C ile gosterilir) olusturulurken matrisin her elemaninin
yerine kendi kofaktor degeri yazilir. Ornegin,

ary ... A

apy 0 App
gibi bir matrisin, kofaktor matrisi,

|011| |Cln|
c| - .

lew| <+ leml
ve kofaktorler matrisinin evrigi olan ve Ek(A) seklinde gosterilen ek matrisi de

|011| |Cn1|
ek(A)=C' = :

letn] - lennl
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2 4 3
A matrisinin tersi, A”! = ﬁek(A) biciminde yazilir. Simdi A= 3 5 0
4 25

bicimindeki A matrisinin tersini bulalim. Bunun icin éncelikle matrisin determinant
degeri ile ek matrisi bulmamiz gerekmektedir. Bunlar icinse dnce matrisin kofaktor-
ler matrisini ve kofaktorler matrisi icin de her bir elemanin min6r degerini bulma-
miz gerekir. A matrisinin elemanlarinin min6r degerleri asagidaki gibi hesaplanir.

|M11|= > 0 =5x5—-2x0=25—-0=25
25

|M12|= 30 =3x5—4x0=15—-0=15
4 5

|M13|= 303 =3x2—4x5=6—-20=—14
4 2

My |= 43 4x5—2x3=20—6=14
25

|M22|= 2 3 =2x5—4x3=10—12=-2
4 5

|M23|= 2 4 =2x2—4x4=4—-16=—12
4 2

My|=| 4 3 |=4x0-5x3=0-15=—15
50

M3, |= 2 31 _0x0—3x3=0—-9=—9
30

[M33|= 2 4 ok5—3x4=10—12=—2
35

Kofaktorleri,

Cpp = (=DM | = (—1)?x25 =25

Cpp = (D2 M| = (—1)*x15=—15
Ci3 = (=)' My3| = (= D*x(~14) = — 14
Cy = (=D My = (=1 x14 =—14
Cop = (—1)* T2 Mp| = (— 1) x(=2)=—2
Cp3 = (1’3 M3 | = (1P’ x(—12) =12
Ca1 = (=1 My | = (=) x(—15)=—15
Cxp = (=1 My | = (=1’ x(=9)=9
Caz = (=13 M3 = (= 1)0x(—2)=—2

ve kofaktorler matrisi
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25 —15 —14
Ek matris: Bir matrisin C=l 14 -2 12
kofaktdr matrisinin evrigidir. —15 9 -2

bicimindedir. Ek matris,

25 —14 —15
ek(A)=C'=[ —15 —2 9
14 12 =2

Matrisin determinanti ise

|A|=2(25)+ 4(—15)+ 3(—14)= 50 — 60 — 42 = —52 dir.

A matrisinin ters matrisi ise

| L] 25 -1 -1
A l=—ek(A)=——| —15 —2 9
[Al 52 o1 -2

olacaktir.
Ters matrisin bazi ¢zellikleri vardir (Hess, 2002). Bunlar:
1. Bir matrisin tersi ile carpimi birim matrise esittir. Yani, AA! = T = A"l A dir.
2. Bir matrisin tersinin tersi kendisine esittir. Yani, (A")"1 = A *dur.
3. 1ki matrisin carpiminin tersi matrislerin terslerinin tersten carpimina esittir.
Yani, (AB)'! = B! Al dir.
4. Bir matrisin evriginin tersi matrisin tersinin evrigidir. Yani, (A)! = (A’1)" dir.

SIRA sizm" _[ 20 5
” A=
6 2

DENKLEM SiSTEMLERININ ¢OZUMU
Matris cebiri sayesinde dogrusal denklem sistemini ¢cok kompakt bir bicimde ya-
zabilir, sistemin bir ¢oziimi olup olmadigini belirleyebilir, eger varsa sistemin ¢o-
zimiinl yapabiliriz. Iktisadi modellerde esitlik sisteminde yer alan esitlik sayistyla
bilinmeyen sayist genellikle esit oldugu icin kullandigimiz bircok matris kare ve
tersi alinabilen matristir.

Dogrusal denklem sistemleri ters matris yontemi, Gauss yontemi ve Cramer ku-
rali ile ¢ozilebilir. Simdi bunlart sirastyla aciklayalim.

matrisinin tersini bulunuz.

Ters Matris Yontemi

N tane dogrusal esitlik ve n tane bilinmeyenden olusan bir denklem sistemi dusu-
nelim. Boyle bir denklem sistemi daha 6nce de degindigimiz gibi matris ve vektor-
ler kullanarak

Ax=Db

biciminde ifade edilir. Burada A katsayilar matrisini x ¢6ziim vektortini ve b de
sabitler vektorlini verir. Eger A matrisin tersi alinabilirse x in ¢6zim,
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x=Alb

seklinde bulunabilir.

Ters matris yontemini kullanarak denklem sistemini nasil ¢ozebilecegimizi
(Roy, 2001, s.366) verilen 6érnegi kullanarak gosterebiliriz. Kapalt bir ekonomiyi
mal ve hizmet piyasa dengelerini gdsteren IS-LM fonksiyonlari ile tanimlamaya ca-
lisalim. IS esitlikleri asagida yer almaktadir.

C=15+08((-T)
T =-25+0.25Y
I=65-R

G =94

Bu esitliklerde C, tiketim harcamalaring; T, vergileri; Y, toplam geliri; T, yatirrm
harcamalarini; R, faiz oranini ve G, kamu harcamalarini gostermektedir.
Para piyasast dengesini veren LM esitlikleri ise

L =5Y -50R
M = 1500

seklindedir. Burada L para talebini ve M de para arzint verir. Simdi bu verilenleri
kullanarak ekonominin genel dengesini saglayan gelir ve faiz iklisini ters matris
yontemiyle bulalim.

Bunun icin 6nce sistemi Ax = b biciminde ifade edelim. Bunun i¢in de once-
likle verilen esitlikleri kullanarak IS ve LM fonksiyonlarini elde etmemiz gerekir.
Bilindigi gibi IS fonnsiyonu mal piyasasi dengesini gosterir ve Y = C + I + G esitli-
ginden elde edilir. Buna gore, IS fonksiyonu

Y=15+0.8(Y—25+0.25Y)+65—R +94
=154+0.8Y —0.8(—25+0.25Y) +65—R + 94
Y—0.8Y+0.2Y=15+20+65+94—R
Y(1—0.8402)=15+20+65+94—R
194 R

=— " —485-25R
04 04

Para piyasast dengesini veren LM fonksiyonu ise para talebini para arzina esit-
leyerek elde edilir. Buna gore LM fonksiyonu ise

1500 =5Y-50R =Y =300+ 10RL=M

IS ve LM fonksiyonlarini elde ettikten sonra bu fonksiyonlari kullanarak asagi-
daki denklem sistemini

Y + 2.5R = 485
Y - 10R = 300

ve matris biciminde de bu denklem sistemini

Y
1 —10 || R

1 25
300

:[ 485

biciminde yazabiliriz. Modeli gelir ve faiz orani icin ¢ozdigimuzde ise
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—1
Y

R

485

1 —10 300

2[1 25

olur. Y ve R nin ¢6ziim degerlerini bulmak icin A matrisinin tersini bulmamiz ge-
rekir. Bunun icin de oncelikle A matrisinin kofakt6r matrisini ve ek matrisini bu-
lursak; bunlar

—-10 —1
=25 1

C=

; ek(A):C,:[ —10 —25 ]

—1 1

bicimindedir. A matrisinin determinantt |A| = 1(-10) - (-2.5) (-1) = -10 -2.5 = -12.5
'dir. Dolayistyla A matrisinin tersi,

1
125

—10 =25

—1 1 0.08 —0.08

:[ —08 02

olur. Buradan da Y ve R degerleri

Y 0.8 0.2 485
R 0.08 —0.08 || 300

Y =0.8(485)+0.2(300) = 388 + 60 = 448
R =0.08(485)+(—0.08)(300) = 38.8 4+ (—24)=14.8

biciminde bulunur. Bu sonuclara gore bu kapali ekonomide denge cikti diizeyi 448 ve
faiz orani da 14.8% ’dir. Denge gelir diizeyinde vergi gelirleri, T = -25 + 0.25 (448) =
87 ve kamu harcamalart da 94 birim oldugu i¢in ilgili ekonomide bir biitce acigindan
soz edilebilir.

SIRA SiZDE 1
e .

iki mal icin denge kosulu asagidaki esitliklerde verilsin:
4P, + P, =-13
2P, - 5P, =-7

Ters matris yontemiyle P, ve P, fiyatlarmni bulunuz.

Gauss Eleme Yontemi
Bu yontemle denklem sistemleri ¢oziiliirken A matrisi ile b vektorl tizerine basit
satir islemleri uygulanarak A matrisinin birim matrise dontisimi saglanir. Bu stire¢
sonucunda elde edilen b vektort de ¢oziim vektodrt olur.

Simdi bu yontemle denklem sisteminin nasil ¢ozildigint (Dadkhah, 2007,
s.144) yer alan 6rnegi kullanarak gosterelim.

Ornekte kullandigimiz denklem sistemi iki dogrusal esitlikten olusmakta ve

2X; + X, =5
Xy - 3%, = -8

bicimindedir. Sistemi Ax = b biciminde yazabiliriz. Bu durumda
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X1
; X=

-8

Vebzl 5]
X2

A=| 2
1 -3

olur.
Gauss eleme yontemi ile x; ve x, degerlerini bulmak i¢in sistemi énce

1o 5]

biciminde yazip; daha sonra su asamalar izlememiz gerekir:
1. A matrisi ve birim matrisinin birinci satirint 2 ile boleriz.

=

2. Birinci satirt ikinci satirdan ¢ikartiriz.

2 1
1 =3

X1

X2

Il
S N =
— o

2
2
1 =3

1 1 - 0
2 || || 2 l 5 ]
0 _z X2 _l 1 —8
2 2
3. Ikinci satir1 -2/7 ile carpariz.
1
1 - 0
1 = || X1 2 5
2 =
0 1 X2 l _ 2 —8
7
4. 1kinci satirn 1/2sini birinci satirdan ¢ikartiriz.
3 1
Lo X |_|7 7 5
0 1 | xy 1 21 =8
7 7
3 1
Bu islem sonucunda A matrisinin tersini ATl = Z 7 seklinde elde ede-
7 7

riz. Bunu b vektoriiyle carparsak x; ve x, degerlerini elde ederiz.
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Cramer Kurali: Ax=h
bicimindeki denklem
sistemini determinantlar
kullanarak cozme
yontemidir. Sistemde yer
alan x; degiskeninin degerini
bulmak icin  x; :m

Al

formiilii kullantlir.

31
L7 7 5
X2 l _2 —8
7 7
3 1 15 8 7
X =2+ (—8)=——2=L=1
1 7() 7( ) =7
1 2 5 16 21
X2 7() ( 7)( ) -t =7

Cramer Kural

Dogrusal esanlt denklem sistemini ¢coziimiinde kullanilan bir diger yontem de Cra-
mer Kuralr’dir. Bu kural 6zellikle denklem sisteminde yer alan tiim bilinmeyen de-
giskenlerin degeri degil de bunlardan bazilar: ve hatta bir tanesinin degeri bulanmak
istendiginde kullanilabilecek oldukc¢a yararli bir yontemdir. Bu nedenle bu yontem
simdiye kadar aciklamaya calisugimiz diger iki yontemle karsilastirildiginda hem
daha cabuk hem daha kolaylikla uygulanabilecek bir yontemdir. Bu yontemde sis-
temin ¢o6zimu icin determinantlar kullaniir. Yontemin nasil uygulandigint goste-
rebilmek icin denklem sisteminin matris gdsterimini tekrar animsayalim.

Ax=b

Bu gosterimde yer alan A matrisi nxn boyutunda parametre matrisi x vektori
nx1 boyutunda bilinmeyen degiskenler vektort ya da ¢oziim vektorl; b yine nx1
boyutunda sabit degerler vektoridir.

Cramer Kural'na gore denklem sisteminde yer alan ve degeri bilinmeyen de-
giskenlerden herhangi birinin 6rnegin x; nin degeri, A matrisinde i ninci stitununa
denk gelen elemanlarin (degerlerin), b vektorindeki sabitlerle degistirilmesiyle el-
de edilen yeni matrisin determinantini, A matrisinin determinantina oranlanmasiy-
la bulunur.

Eger A matrisinin i ninci stitinunun b vektortiindeki sabitlerle degistirilmesiy-
le elde edilen yeni matrise A, matrisi dersek Cramer Kuralr'na gore x; degerini

x| = % formtlini kullanarak bulabiliriz. Cramer Kuralr'nt kullanarak denklem
sistemini ¢ozmek icin asagidaki adimlart izlemek yararlidir:

1. Sistemi matris formunda ifade et yani Ax = b biciminde yeniden yaz

2. A matrisinin determinatint bul. Yani |A| 'y1 bul.

3. Hangi x degiskeninin degerini bulacaksiniz A matrisinde o degisken katsa-

yilarinin yerine b vektoriindeki sabit degerleri koyarak A; matrisini olustur
ve A, matrisinin determinantint bul, yani |A;| "y1 bul.

A,
4. x;= % formilini kullanarak xi degerini bul.
Simdi bu asamalari izleyerek ve (Dowling, 1980, s.231)de aldigimiz 6rnegi kul-
lanarak denklem sisteminin nasil ¢ozildigini gosterelim.
2 esitlik ve 2 bilinmeyenden olusan denklem sistemimiz asagidaki gibidir:

7P, + 2P, = 60
P, + 8P, = 78
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Simdi Cramer Kurali ile P; ve P, fiyatlarin1 bulalim. Yukarida 6nerdigimiz asa-
malari izlersek;
1. Once sistemi matrislerle Ax =b biciminde yazalim.

60
78

7 2
1 8

Py
P,

2. Simdi A matrisinin determinantin1 bulalim. [A| = 7(8) - 2(1) = 54

3. A, ve A, matrislerini olusturalim. A; matrisini olustururken A matrisinin bi-
rinci stitunundaki elemanlart b vektoriindeki sabit degerlerle ve A, matrisi-
ni olusturuken de A matrisinin ikinci stitunundaki elemanlart b vektoriinde-
ki sabit degerlerle degstirelim. Bu durumda A; ve A, matrisleri asagidaki gi-
bi olur.

60 2

=78 3

7 60
VeAZ:[l 78

4. A, ve A, matrislerinin determinantlarini bulalim.
|A,| = 60(8) - 2(78) = 324
|A,| = 7(78) - 1(60) = 486

5. Cramer Kural'ni uygulayarak P, ve P, fiyatlarini agagidaki gibi elde edelim.

_lAad 324

C|Al 54

p, _lAal 86 _
Al 54

6x + 7y =10 7
)

4x+5y=8 bicimindeki denklem sisteminde x ve y degerlerini Camer Kural’'m: kulla-

narak hesaplayiniz.
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Ozet

D

AMAG

(2)

Matris cebiri terminolojisi ile kullanilan notas-
yonlari tanimak

Matris, bir koseli buytik parantez icinde satir ve
stitunlara yazili sayi, degisken veya fonksiyonlari
temsil eden elemanlardan olusan dikdortgen bi-
ciminde bir tablodur. Bir matris, bir veri setinin
dogal yorumu olan, stitunlar seti ya da satirlar se-
ti olarak da dstntilebilir. Matris, ya A = [a;] ya
da [A]i]- biciminde gosterilir. aj; (i=1,2,...,m;j=
12, ...

ve sttun sayilart matrisin boyutu olarak adlandi-

, ) sayilari, A matrisinin girdileridir. Satir

rilir. A matrisinin boyutu mxn’dir. 1x1 boyutun-
daki bir matris 5, 10 gibi bir say1 iken, mx1 boyu-
tundaki matris bir siitun vektorti; 1xn boyutun-
daki matris ise bir satir vektort olarak adlandiri-
lir. Matrisler olusturulurken ya buytk koseli pa-
rantez ya da sadece parantez kullanilir. Ayrica
matrisleri ifade ederken buytik kalin harfler kul-
lanilir, 6rnegin A gibi. Matrisin boyutu yazilirken
once satir sayist sonra stitun sayist yazilir. Bir mat-
riste yer alan her bir elemanin yeri, katsayinin
ikili indisi ile belirlenmektedir. Ilk indis elemanin
bulundugu satiri, ikincisi ise stitunu gosterir. Tek
bir satir veya stitundan olusan matrislere de vek-
tor denir. Eger matris tek bir stitundan olusuyor-
sa, stutun vektor; buna karsilik tek bir satirdan
olusuyorsa satir vektor olarak adlandirlir. Satir
ve sltun sayist birbirine esit olan matrise kare
matris denir. Ucgensel matris, kdsegeninin alt ve-
ya ustiindeki elemanlari sifirdan olusan kare mat-
ristir. Eger bir matriste tim i ve jler icin, a; = ay
gerceklesiyorsa, o matrise simetrik matris denir.
Kosegen elemanlart bire esit olan skaler matrise

de birim matris denir.

Matrisleri toplayip cikarmak

Iki matrisin toplanip c¢ikarilabilmesi icin iki mat-
risin ayni boyutta, yani iki matrisin satir ve stitun
sayilarinin birbirine esit olmast gerekir. Toplama
ve ¢tkarma islemleri sonucu elde edilen yeni mat-
risin boyutu da toplanan ve cikarilan matrisle ay-
nt olur. m tane satirt ve n tane situnu olan, yani
mxn boyutunda, A ve B gibi iki matris olsun. A
ve B matrislerinin toplam: ve farklari da gene

mxn boyutunda olur.

AMAG

Matrisleri bir sayr ve baska bir matris ile carpmak
Matrislerde carpma islemi iki sekilde gerceklesti-
rilir. Bunlarin ilkinde, belli bir deger, 6rnegin bir
say1 ile matris ¢arpilir ve bu isleme skalerle car-
pim denir. ikincisinde ise bir matris baska bir
matris ile carpilir. Matrisler skaler ad: da verilen
reel sayilarla carpilir. Herhangi bir sayinin matris
ile carpimina skaler carpan denir. Matrisin ska-
lerle carpimi, matrisin her elemaninin belli bir
sayryla tek tek carpilmasiyla gerceklesir. Orne-
gin, k gibi bir sabitin nxn boyutunda A matrisi-
nin carpimt olan kA matrisi, A matrisinin tim ele-
manlarinin k ile carpilmasiyla elde edilir. Her
matris ikilisi carpilamaz ve carpilan matrislerin
boyutu 6nemlidir. A ve B gibi iki matrisin ¢arpi-
labilmesi icin, yani AB'nin elde edilebilmesi icin
ilk matrisin yani A matrisinin sttun sayisinin,
ikinci matrisin yani B matrisinin satir sayisina esit
olmasi gerekir. Ornegin, A matrisi mxn boyutun-
da ve B matrisi de nxp boyutunda ise ancak AB
matrisi bulunur. AB ¢arpim matrisinin, 6rnegin C
matrisinin, boyutu mxp olur. Yani birinci matri-
sin satir sayisiyla ikinci matrisin stitun sayist car-
pim matrisinin boyutunu olusturur. Carpim mat-
risinin elemanlart bulunurken, birinci matrisin
satir elemanlart ile ikinci matrisin siitun eleman-

larin carpimlart toplami alinir.

Bir matrisin determinantini ve tersini hesaplamak
Bir matrisin tersinin alinabilmesi icin gerek ko-
sul o matrisin kare matris olmasidir. Ancak bu
yeterli degildir clinkii A gibi bir kare matrisin
tersinin alinabilmesi icin |A| biciminde gosterilen
A’nin determinantinin sifirdan farkli olmasi gere-
kir. Bir matrisin tersi alinirken iki yontem uygu-
lanir. Bunlar ek matris yontemi ile Gauss Eleme
yontemi ya da Pivot yontemi denilen yontemler-
dir. Gauss Eleme yonteminde A gibi bir matrisin
tersi bulunurken A matrisinin sag tarafina bir bi-
rim matris yazilir. Daha sonra her iki matrise ay-
ni satir islemleri uygulanir. Bu islemler A matrisi
bir birim matrise dontstinceye kadar strdtrilir.
Bu satir islemleri sonucunda birim matrise doni-
sen matris A matrisinin ters matrisi olacaktir. Ek
matris yontemi ile ters matrisin bulunabilmesi

icin 6nce matrisin determinantinin bulunmasi
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gerekir. Sonra matrisin kofaktor matrisi olusturu-
lur. Daha sonra kofaktor matrisinin evrigi alina-
rak ek matris elde edilir. Son olarak ek matrisin
her bir eleman: determinant degerine boltntir.
Bir matrisin determinanti o matrisin, herhangi
bir satir veya stitunundaki elemanlarinin kendi
kofaktor degerleriyle carpimlari toplamidir. 2x2
boyutundaki bir kare matris icin determinant de-
geri, matrisin kosegen elemanlart carpimindan
kosegen dist elemanlart carpiminin ¢ikarilmasiy-
la bulunur. Tkiden daha yiiksek boyutlu matris-
ler icin determinant hesaplayabilmek icin matris-
lerin minor ve kofaktor degerlerinin kullanilma-
st gerekir. Ctinkt bu boyuttaki bir matrisin de-
terminanti, matrisin herhangi bir satir veya stitu-
nundaki elemanlarinin kendi kofaktorleriyle car-

pimlart toplamudir.

Ters matris, Gauss Yontemi ve Cramer kuralt ile
denklem sistemlerini cozmek

Dogrusal denklem sistemleri ters matris yontemi,
Gauss yontemi ve Cramer kurali ile ¢oziilebilir.
Ters matris yonteminde N tane dogrusal esitlik
ve n tane bilinmeyenden olusan bir denklem sis-
temi ele alinir. Boyle bir denklem sistemi matris
ve vektorler kullanarak Ax = b biciminde ifade
edilir. Burada A katsayilar matrisini X ¢oztim vek-
tortint ve b de sabitler vektortini verir. Eger A
matrisin tersi almabilirse x in ¢6ziimi, x = A1 b
seklinde bulunabilir. Gauss eleme yontemiyle
denklem sistemleri ¢oziilirken A matrisi ile b
vektori tizerine basit satir islemleri uygulanarak
A matrisinin birim matrise dontisimu saglanir.
Bu stire¢ sonucunda elde edilen b vektort de
¢coziim vektori olur. Dogrusal esanli denklem
sistemini ¢oztiminde kullanilan bir diger yon-
tem de Cramer Kuralr'dir. Bu kural 6zellikle denk-
lem sisteminde yer alan tim bilinmeyen degis-
kenlerin degeri degil de bunlardan bazilart ve
hatta bir tanesinin degeri bulunmak istendiginde
kullanilabilecek oldukc¢a yararli bir yontemdir.
Ax = b bicimindeki denklem sistemini determi-
nantlar kullanarak ¢cozme yontemidir. Sistemde
yer alan x; degiskeninin degerini bulmak icin

_ Al

X; = W formuli kullanilir.



MATEMATIKSEL IKTISAT

Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

@& Cok degiskenli fonksiyon kavramini tanimlayip iki ve daha fazla degiskenli
fonksiyonlari aciklayabilecek,

@ Birinci ve ikinci dereceden kismi tiirevlerin nasil alindigint aciklayabilecek,

@ Cok degiskenli fonksiyonlart ve kismi tiirevi iktisadi konularda kullanabilecek,
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e iki degiskenli fonksiyon o Uretim fonksiyonu
e Cok degiskenli fonksiyon e Fayda fonksiyonu

e Fonksiyonun tanim kiimesi e Kar fonksiyonu

e Kismi tlirev e Homojen fonksiyon
e fkinci dereceden kismi tiirev o Olcege gore getiri

e Esneklikler




GOK DEGISKENLI FONKSIiYON KAVRAMI

Daha once tek degiskenli fonksiyonlart ve bu fonksiyonlarin temel ¢zelliklerini
inceledik. Bu Unitede de cok degiskenli fonksiyonlarin temel ¢zelliklerini goz-
den gecirip bu tir fonksiyonlarin iktisatta kullanim ile ilgili 6rnekler verecegiz.
Cok degiskenli fonksiyonlarin en basit bicimi iki degiskenli fonksiyonlardir. Ko-
nuyu daha iyi anlayabilmek icin oncelikle iki degiskenli fonksiyonlari inceleyip
daha sonra degisken sayilarini arttirarak n degiskenli fonksiyon kavramint acik-
layacagiz. Ciinki iktisattaki cogu iliski ikiden fazla degisken icerir. Ornegin bir
malin talebi sadece malin fiyatina degil, ayn: zamanda tiiketicinin geliri, ikame ve
tamamlayici mallarin fiyatlari, tiketicinin zevk ve tercihleri gibi bircok faktore
baglidir. Benzer sekilde, bir Giretim stirecinde ¢ikti miktart toprak, sermaye, emek
gibi bircok girdinin kullanimina bagli olarak degisir. Kisaca ekonomik davranis-
lart analiz etmek amaciyla daha 6nce gordigimiiz tek degiskenli fonksiyon kav-
ramini biraz daha genisletip daha fazla degiskenin kullanimina imkan tanimamiz
gerekir.

iki Degiskenli Fonksiyonlar

Bos kiime olmayan herhangi A, B ve C kiimeleri verilsin.
AxB={(x, )| xe A4, ye B

Eger AXB kimesinden alinmis her (x, y) ciftini C kiimesinden tek bir z elema-
nt ile esleyen bir f kurali verilmigse bu f kuralina AXB kiimesinden C kiimesine iki
degiskenli fonksiyon denir ve

fiAXB— C z=f(x, ) veyaf =f(x, y)seklinde gosterilir.

AxB’ye fonksiyonun tanim kiimesi veya tanim bolgesi, C'ye ise deger kiimesi adi
verilir. Burada x ve y bagimsiz degiskenler, z ise bagimli degiskendir. Tim (x, ))
siralt ikililerini iceren iki boyutlu diizlem genellikle R? ile ifade edilir.

Daha acik ifade etmek gerekirse iki degiskenli bir f fonksiyonu her (x, y) sira-
I ikilisi ile gosterilen girdiye, tek bir z ¢iktisint atayan bir kuraldir. Bu eslesmede,
her bir sirali ikili daima tek bir elemanla eslenmektedir. Sekil 6.1°de gorildigi gi-
bi ortada yer alan kare x ve y girdileri tizerinde bazi aritmetik islemler yaparak z
ciktisint tretmektedir.

iki degiskenli bir £
fonksiyonu her (x, y) sirali
ikilisi ile gosterilen girdiye,
tek bir zgiktisini atayan bir
kuraldir.
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Iki Degiskenli
Fonksiyon

Ornegin uygulanmas gereken kural “iki say1y1 birbiri ile carpip iki katint al ve
ikinci saymnin ti¢ katint ekle” seklinde olabilir. Bu sozel ifadeyi kisaca sembollerle
gosterebiliriz.

f(x, ) =2xy+3y yada z=2xp+ 3y

(2,3) ikilisinin bu fonksiyon altindaki goriintistn, diger bir deyisle f (2,3) sa-
yisini bulalim. Bunun i¢in 2xy + 3y ifadesinde x yerine 2 ve y yerine 3 yazariz. Bu-
na gore f(2,3) = 2(2)(3) + 3(3) = 21 olur.

f(3,2) degeri ise 2(3)(2) + 3(2) = 18 bulunur. Yani f (2,3) degeri f (3,2) dege-
rinden farklidir. Bu nedenle degiskenlerin sirasina dikkat edilmesi gerekir.

@

iki degiskenli fonksiyonun
tanim kiimesine, diizlemin
bir alt kiimesi oldugu igin,
tanim bélgesi denir.

iki degiskenli bir
fonksiyonun grafigi tim
(x, ¥, #(x, y)) noktalarini
iceren 3 boyutlu uzayda bir
yiizeydir.

f @) # f(; %)

iki Degiskenli Fonksiyonun Tanim Kiimesi

Tek degiskenli fonksiyonlarda gordiigiimiiz gibi kuralin uygulandigi tim girdi sa-
yilarinin kiimesine tanim kiimesi ad: verilmektedir. Ancak iki degiskenli fonksiyo-
nun tanim kiimesinin elemanlar (x, y) gibi ikililerdir. Bu nedenle iki degiskenli
fonksiyonun tanim kiimesine, diizlemin bir alt kiimesi oldugu i¢in, tanim bolgesi
de denir. Diizlemin herhangi bir alt kiimesi iki degiskenli bir fonksiyonun tanim
bolgesi olarak aliabilir. Ancak iktisadi analizlerle bizim en sik karsilasacagimiz
tanim bolgesi {(x, 1) | x>0, >0, x, ye R} kiimesidir. Ornegin f (x, y) fonksiyo-
nu bir tretim fonksiyonuysa ve x sermayeyi, y emegi temsil ediyorsa tiretimin ger-
ceklesmesi icin her iki girdiden de kullanmak gerektiginden x> 0 ve = 0 oldu-

gu varsayilir.
xX+2

J ) ==
dan f’nin tanim kiimesi y# 3 iken tim (x, y) ikililerinden olusur.

g (x, y) =5y fonksiyonu ise g’yi x ve y’nin bir fonksiyonu olarak tanimlar. Ta-
nim kiimesi gercel sayilarin tim sirali ikilileridir. Burada fonksiyonun degerleri se-
cilen x’ten bagimsizdir.

2% = x2 + 2 ise tanimladigimiz anlamda bir fonksiyonel iliski degildir. Ciinkii
her bir sirali ikili tek bir elemanla eslenmemektedir. Ornegin x = 4 ve y = 3 icin
22 =42+ 3%2=25ve z=45olur

iki degiskenli bir fonksiyondur. y = 3 iken payda 0 oldugun-

iki Degiskenli Fonksiyonun Grafigi

Tek degiskenli bir fonksiyonun grafigini cizmek icin koordinatlart sirali ikililer ta-
rafindan belirlenen tiim noktalarin birlestirilmesi yeterliydi. ki veya daha fazla ba-
gimsiz degiskenli fonksiyonlarin grafiksel gosterimi ise biraz daha karmasiktir. ki
degiskenli bir fonksiyon, dizlemin bir noktasini bir gercel sayiyla eslemesinden
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dolay1, ti¢ boyutlu uzayin noktalariyla /
geometrik olarak temsil edilebilir. Yani f

fonksiyonun grafigi tim (x, y, f(x, »)
noktalarini iceren 3 boyutlu uzayda bir
ylzeydir. f nin tanim kiimesindeki her
bir (x, y) siralt ikilisine (x, y, f(x, 1))
noktasint atariz. Bu tirdeki tim noktala-
rin kiimesi f 'nin grafigi olarak adlandiri-
lir. Sekil 6.2°de gorildigi gibi, fonksiyo- z=f(x,y)

nun bagimli degiskenlerinden olusan iki-
li (x, »)yi yatay diuzlemde gosterirsek
fonksiyonun degeri bu noktanin tizerin-
de yer alan ve ytksekligi z ile belirlenen A
ylizeydir. Fonksiyonun grafigini elle ¢iz- / (xy)
mek kolay olmasa da ti¢ boyutlu grafik- K x

<Yy

Iki Degiskenli
Fonksiyon
Grafigi

Kaynak: Jacques
1. Mathematics
Jfor Economics
and Business,
5.296.

ler cizebilen bilgisayar programlar: yardi-
mi ile bu islem yapailabilir.

ikiden Fazla Degiskenli Fonksiyonlar

iktisatta inceledigimiz fonksiyonlarin cogu ikiden fazla bagimsiz degisken icerir.
Ornegin bir tilkenin Gayri Safi Milli Hasila (GSMH)’si, tasarruf, yatirim, tiiketim, fa-
iz, konjonktir gibi bircok degiskenin fonksiyonudur. Elbette degisken sayist arttik-
ca matematiksel analiz daha karmasik hile gelmektedir. Cok degiskenli bir fonksi-
yonu matematiksel olarak soyle ifade edebiliriz:

n € N olmak tizere, bos kiime olmayan 4, 4,, ....... , A, ve C kiimeleri verilsin.
X| €A, Xy €Ay, ... , x, € A, olmak tzere, tim (x}, X, ....... , x,,) siralt n-lilerin
kiimesine A, A,, ....... , 4, kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir ve A;XA,X....... x4,

seklinde gosterilir. Kisaca

Her bir (x;, x5, ....... L X,) € ApXAX....... x4,, n-lisine C'kiimesinden bir tek z ele-
mant atayan f kuralina A;XA,X....... x4, den C’ye n-degiskenli fonksiyon denir ve

[ AXAX XA, = C z=f(x], X, ... L x,) veya f(x), Xy, ... ,X,)

seklinde gosterilir. A;xAX....... x4,, kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi veya ta-
nim bolgesi, C’ye ise deger kiimesi denir.

Bir fonksiyonda, tanim kiimesinin herhangi bir noktasina deger kiimesinde
karsilik gelen sayiya, fonksiyonun o noktadaki degeri denir. Fonksiyon degerleri-
nin kiimesi ise gortintti kiimesi olarak adlandirilir.

KISMi TUREV

v =f (%) seklindeki tek degiskenli fonksiyonda f'(x) ile gosterilen tirev, x’teki de-
gisim sonucunda fonksiyonun degerindeki degisimi olciiyordu. z = f (x, ) bici-
mindeki cok degiskenli fonksiyonda da bagimsiz degiskenlerdeki degisim sonu-
cunda fonksiyonun degerinin nasil degisecegini 6grenmek isteyebiliriz. Ornegin
S (x, ») fonksiyonu, tretim siirecinde x ve y gibi iki farkli girdi kullanan bir firma-
nin kar fonksiyonu ise, her iki girdideki degisim sonucunda karin nasil etkilenece-
gini bilmek firma acisindan 6nemlidir.
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z=f(x y) iki degiskenli

fonksiyonunda, f 'nin

x'e

0z
gbre kismi tiirevi —
ox

0
ya da —f yadaf,
ox

seklinde gosterilir.

SIRA SiZDE

2/

z = x% + 4y3 fonksiyonunu ele alalim. Once y’nin sabit tutuldugunu varsayar-
sak bu durumda 4y3 sabit olacagindan elimizde tek degisken kalir. z’nin x’e gore

d.
degisim orani ise d—Z =2x olarak belirlenir. Benzer sekilde x’i sabit tutup, y’deki
x

degisimin z’yi nasil etkileyecegini de belirleyebiliriz. Bunun icin x sabitken z’nin
s L. . . . . dZ 2

Y’ye gore tirevini almamiz gerekir. Sonug ise - =12y~ olur. Elbette x ve y de-

giskenleri birlikte de degisebilir. Ancak simdilik kismi tiirev kavramini tanimak icin

degiskenlerden birinin sabit oldugunu varsaytyoruz.

Cok degiskenli fonksiyonlarda z’nin x’e gore kismi tirevini ifade etmek icin
dz/dx yerine dz/dx ifadesi kullanilir. d ile d'nin degistirilmesi ile yapilan bu kii-
cik degisiklik diger bagimsiz degiskenler sabit tutularak sadece bir tanesindeki
degisimin incelendigini ifade etmektedir. Benzer sekilde x’i sabit tutup y’deki de-

gisimin etkisini inceleyecegimiz zaman da dz/dy yerine dz/dy yazariz. Kisaca

z:x2+4y3:>%:2xve @zuyz ‘dir.
Ox oy

Genel olarak z = f(x, ») iki degiskenli fonksiyonunda, f'nin x’e gore kismi tii-
revi % ya da of ya da f . seklinde gosterilir ve y sabitken, fonksiyonun x’e
X

X
0.
gore tirevi alinarak bulunur. Benzer olarak f 'nin y’ye gore kismi tiirevi de 8_2 ya
v

da % ya da f » seklindedir ve x sabitken fonksiyonun y’ye gore tirevi alinarak

Y
hesaplanir.

iki degiskenli bir f fonksiyonu f(x,y) = xy2 + x2y ise £ ve f, kusmi tiirevlerini hesapla-
yiniz.

Burada iki degiskenli fonksiyonlarin kismi tiirevleri tizerine yogunlagsak da iki-

den fazla degiskenli fonksiyonlarin da kismi tiirevleri alinabilir. Cok degiskenli

fonksiyonun genel gosterimi y = f (x;, x;,.....,x,) seklindedir. Buradan g—f ya da
X
f;G=12,...n) ile gosterilen n tane kismi tirev bulunabilir. Bunu yaparken her

seferinde fonksiyonun bir degiskene gore tiirevini alip kalan 72— 1 degiskenin sa-

bit oldugunu kabul ederiz.

ikinci Dereceden Kismi Tiirevler

iki degiskenli bir fonksiyonun tirevini aldigimiz zaman, gene iki degiskenli bir
bagka fonksiyon elde ederiz. Yani z =f(x, ) ise z’nin x ve y’nin bir fonksiyonu
oldugunu biliyoruz. Ayn: zamanda f . ve f ¥ de x ile y’nin birer fonksiyonudur.
Eger f’nin ikinci dereceden kismi tiirevlerini elde etmek istersek, f,. ve fy ‘nin
tekrar tirevini alabiliriz. Buradan dort farkli ikinci dereceden kismi tiirev elde

edebiliriz.
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Fonksiyonun x’e gore iki kez kismi ttrevi alinirsa

2 2
a—j ya da a—f yada f,
Ox 0x

Fonksiyonun y’ye gore iki kez kismi tirevi alinirsa
2 2

a—j ya da a—f yadafyy

Oy oy

Fonksiyonun once x’e sonra y’ye gore kismi tirevi alinirsa
9%z 0% f

ya da
OyOx OyOx

ya da fyx

Fonksiyonun once y’ye sonra x’e gore kismi tirevi alinirsa

2 2
07z va da o f
OxQy OxQy

ya da fxy

f(x,9) = x%y + x2y2 fonksiyonunun ikinci dereceden dort kismi tiirevini belirleyiniz.

f ap Ve ttirevlerine capraz kismi tiirev adi verilir. Cogu zaman bir fonksiyo-
nun capraz kismi tiirevleri birbirine esittir. Yani tiirev alma sirast onemli degildir.
Matematikte f xy = f ¢ kuralinin gecerli olmadigi fonksiyonlarla karsilasilabilir an-
cak iktisadi analizlerde ve bu kitap icerisinde inceleyecegimiz fonksiyonlarda bu
kuralin gecerli oldugunu soyleyebiliriz.

y=f(x, x,,.....,x,) seklindeki ¢cok degiskenli bir fonksiyonda da ikinci derece-

den kismi tiirevler benzer sekilde bulunabilir. Ornegin f Cop,20,23) = x% + xlx% +
2

Ox,0x

3%
x;’e gore kismi tiirevi almip sonra da x;’e gore kismi tirevi almir. Dolayistyla

ng fonksiyonunda f,; =

kismi tiirevini bulmak icin 6nce fonksiyonun

_or

2
= o f = 2x, olur.
Ox,

(9x36x1 3

hy

= 3»x12 + x32 bulunur. Buradan f,, =

Kismi tiirev, herhangi bir degiskendeki degisimin, diger biitiin degiskenler sa-
bit tutuldugunda etkisini gbdz dntine alir. Bu iktisatta bize ¢cok tanidik olan bir kav-
ramla ayni anlama gelmektedir. “Ceteris Paribus” yani diger seylerin sabit kaldigi
varsayimi. Iktisatta bircok analiz sadece bir degisken tizerinde yogunlasarak diger
faktorlerin sabit oldugu varsayimina gore yapilmaktadir. Ornegin iktisada giris
derslerinizde gordigiiniiz talep kanununa gore diger seyler sabitken (tliketicinin
geliri, ikame ve tamamlayicit mallarin fiyatlari......) bir malin fiyat: ile talep edilen
miktart arasinda negatif iliski vardir. Bu durumda herhangi bir talep fonksiyonun-
da ceteris paribus varsayimi altinda kismi tlirev uygulayarak fiyatin bir birim artma-
st sonucunda talep edilen miktarin ne kadar azalacagini belirleyebiliriz.

7 SIRA SiZDE
@
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y = f (%) fonksiyonunda y’nin x’e gore degisim orani dyy/ dx tirevi ile bulunabi-
liyordu. Eger x’teki degisim yani Ax cok kictik olursa, y’deki degisimi hesaplamak
icin Ay~ %Ax formulu kullanilabilir. Ax degeri kiictildikce Ay degerini dogru
hesaplama sansimiz artar. Tek degiskenli bir fonksiyon kullanarak gosterdigimiz
bu kurali, kismi tirevi kullanarak ¢cok degiskenli fonksiyonlara da uyarlayabiliriz.

z =f(x, ) fonksiyonunda, y sabitken x kiiciik miktarda Ax kadar degisirse

z'deki degisim yaklasik olarak Az ~ %Ax kadar olur. Benzer sekilde x sabitken,
X

12)
y kiiciik miktarda Ay kadar degisirse z’deki degisim yaklasik olarak Az ~ a—;Ay
kadar olur. x ve y’nin birlikte degismesi durumunda, z’deki toplam degisim, x ve
y’nin bireysel degisimlerinin toplami kadardir. Yani

Az z%Ax—Fg—;Ay olur.

Bu ifade z’deki degisimi yaklasik olarak hesaplasa da, Ax ve Ay sifira yaklas-
tikca hata payi azalacagi icin formiil bir esitlige dontstir.

dz = 2 dx + % dy

Ox Jy

Burada dx, dyve dz diferansiyellerdir ve Ax, Ayve Az’nin limit degerlerini tem-
sil ederler.

Ornegin toplam hasilanin, isci ticretleri ile reklam harcamalarinin fonksiyonu
oldugu asagidaki cok degiskenli fonksiyonu ele alalim.

TR = 5W2A3 Burada TR toplam hasilayi, W isci ticretlerini ve A reklam harca-
malarini ifade etmektedir. Once toplam hasilanin diferansiyelini belirleyelim.

d(1Ry = 208 . OUR) 4
o) a(4)

= SQWA3 AW + (sW*34%)dA

Simdi de isci tcretlerinin %5 artmast ve reklam harcamalarinin degismemesi
durumunda toplam hasilanin yaklasik olarak nasil etkilenecegini bulalim.

Ucretler %5 artugina gdre AW=5W/100 olur. Reklam harcamalar1 degismedigi-
ne gore AA=0’dir. Bu degisim degerlerini esitlikte yerine koyarsak

ATR) ~ 2B Ay OB 5 4
o) 2(A)

~ SQIWA)AW + (1sW?* 4*)A4

_s@wA?) 4

+0
1 100
LA 10
1 100

5W 243 = TR oldugundan

A(TR) =~ ?% Yani toplam hasila yaklasik olarak %10 artar.
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COK DEGISKENLI FONKSIYONLARIN iKTiSADI
UYGULAMALARI

Esneklikler

Tek degiskenli fonksiyonlart anlatirken talebin fiyatin bir fonksiyonu oldugunu
ifade edip fiyatin artmasi durumunda talep edilen miktarin azalacagini soylemis-
tik. Simdi ¢ok degiskenli fonksiyonlari kullanarak bu basitlestirilmis ifadeyi gelis-
tirerek talebi etkileyen diger faktorleri de inceleyebiliriz. Bir malin talebinin (Q),
malin fiyatina (P), ikame veya tamamlayict malin fiyatina (P,) ve tiiketicinin geli-
rine (Y) bagli oldugunu varsayalim. Bunu cok degiskenli bir fonksiyon kullana-
rak Q = f(P, P;, Y) seklinde gosterebiliriz. Talebi etkileyen bu ti¢ degiskendeki
degisime talebin ne kadar duyarli oldugunu belirlemek icin esneklik kavramini
kullaniriz.

Inceleyecegimiz ilk esneklik tirti daha once tek degiskenli fonksiyonlar boli-
miinde de kullanilan talebin fiyat esnekligi olsun. Bu ¢ok degiskenli fonksiyonda
talebin fiyat esnekligi, ikame malinin fiyat: ve tiketici geliri sabitken, malin kendi
fiyatindaki ylizde degisim sonucunda, talepteki ytizde degisimi ifade etmektedir.

Kisaca E :—Exa—Q
p 0 0P

Burada kismi tiirevi kullanmamizin nedeni, Q’nun bircok degiskenin fonksiyo-
nu olmasi ve P; ve Y’nin sabit tutulmasidir. Benzer sekilde, talebin ikame veya ta-
mamlayict malin fiyatindaki degisime ne kadar duyarlt oldugunu belirlemek icin
de talebin capraz fiyat esnekligi kavramint kullaniriz. Malin kendi fiyat: ve tiketici
geliri sabitken, ikame veya tamamlayici malin fiyatindaki yiizde degisimin sonu-
cunda talebin hangi oranda degisecegini belirlemek icin E P~ 5’ X g—gl formulu
kullanilir. Capraz fiyat esnekliginin isareti alternatif malin tiirtine gore degisir. Eger
alternatif mal, ikame malsa P; artiginda, Q da artar. Ciink tiiketiciler nispi olarak
daha ucuz kalan maldan tiketmeyi tercih ederler. Dolayisiyla g—g >0 olacagin-

i
dan E p>0 olacaktir. Alternatif malin tamamlayici bir mal olmasi durumunda ise al-
ternatif malin fiyatinin artmast sonucunda talep azalir. Dolayisiyla g—g < 0 olaca-
gindan Ep<0 olur.

Talebin gelir esnekligi ise, gelirdeki ylizde degisim sonucunda talebin nasil et-
kilenecegini inceler. Ey, = Xxg—IQ/ formult ile hesaplanir. Talebin gelir esnekligi
porzitif ya da negatif deger alabilir. Normal mallar i¢in gelir artiginda talep de ar-

tacagindan gelir esnekligi pozitif ¢ikar. Distik mallarda ise gelir artist sonucunda

talep azalacagindan gelir esnekligi negatiftir.

Ornegin talep fonksiyonu Q = 500—3P-2P; +0,001Y seklinde verilmis olsun.
P=20, P,=30 ve Y=5000 olmasi durumunda talebin fiyat esnekligini, ¢capraz fiyat
esnekligini ve gelir esnekligini hesaplayalim.
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Oncelikle P=20, P,=30 ve Y=5000 iken talep edilen miktar1 hesaplayalim.

Q = 500-3(20)-2(30)+0,001(5000)=430

Fiyat esnekligini hesaplayabilmek icin Q’nun P’ye gore kismi tiirevine ihtiyaci-
P 0 20
miz var. 8—Q =—3 Buradan £, =—— Q %X (—=3) = 0,14 bulunur.
opP P Q OP 430
Capraz fiyat esnekligini bulmak icin ise oncelikle fonksiyonun alternatif malin
fiyatina gore kismi tiirevini hesaplariz.

8—Q = —2 Buradan E _30 X (—2)=—0,14 bulunur.
OP, 430

Son olarak talebin gelir esnekligini bulmak icin fonksiyonun gelire gore kismi
Y 00 _ 5000

Q 27 430 %x(0,01) = 0,12 bulunur.

tirevini aliriz. ‘;_)Q/ = 0,01 Buradan EY =

SIRA SiZDE’7‘
=

Fayda fonksiyonu, tiiketilen
mal miktarlarinin bir
fonksiyonu olarak tiiketiciye
saglanan tatmindir.

Ornege gore fonksiyonda yer alan mallarin ikame ya da tamamlayict mallardan hangisi ol-
dugunu belirleyiniz.

Fayda Fonksiyonu

Firmalarin kirlarint maksimize etmeye calismalari gibi bireyler da faydalarini mak-
simize etmeye calisirlar. Bunu gerceklestirmek icin de ne kadar calisip ne kadar
bos zaman gecireceklerine ya da farkli mallarin hangisinden ne kadar tiketecek-
lerine karar vermek durumundadirlar. Bu tercihleri sayisal olarak ifade edebilmek
icin iktisatta U ile gosterilen fayda fonksiyonlarini kullaniriz. Bir tiiketicinin fayda
fonksiyonu, toplam fayda veya tiketilen mal miktarlarinin bir fonksiyonu olarak
tiketiciler tarafindan saglanan tatmin olarak aciklanabilir. Eger ttketici M; malin-
dan x; birim ve M, malindan x, birim tiiketerek fayda sagliyorsa fayda fonksiyonu
U= Ul(x), x,) seklinde gosterilebilir. Bu fonksiyonu daha fazla malin tiketimine
olanak saglayacak sekilde genisletmek elbette mimktindiir.

Herhangi bir mal: tiiketen tiiketicinin marjinal faydasi, diger biitiin mallarin ti-
ketimi degismedigi durumda, s6zkonusu malin tiiketimindeki birim basina artisin
faydada sagladig1 artis olarak tanimlanir. Yani fayda fonksiyonunun herhangi bir
malin tiketim miktarina gore kismi tirevini alirsak buldugumuz degere o malin
marjinal faydast denir. Z_U kismi tiirevi bize x; malinin marjinal faydasini verir
(MUxi - Eger x; kuictk mi)liitarda Ax; kadar artarsa ve diger degisken sabit tutulur-
sa, faydadaki degisim yaklasik olarak

ou

AU =~ GTAX kadar olur. Eger x; ve x, birlikte degisirse faydadaki degisim
1
ou ou
AU =~ —Ax; + —Ax, formiilii ile hesaplanir.
Ox, Ox,

Bir malin tiketim miktari arttikca, tiiketilen son birim, bir 6nceki birime gore

daha az fayda saglar. Buna iktisatta azalan marjinal fayda kanunu diyoruz. Bu ka-
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ou
nunu fayda fonksiyonu tizerinden matematiksel olarak gosterebiliriz. — kismi

Ox,

tlrevi M| malinin marjinal faydasini veriyordu. Marjinal faydanin x;’e gore tekrar
2

kismi tirevini alirsak degeri negatif cikar. Yani M, malinn tiiketimi arttikca

Ox;
marjinal faydasi azalmaktadir.

Ornegin bir tiiketicinin fayda fonksiyonunun U= 1000x; + 450x, + Sx,x, — Z.X'%
- xg oldugunu varsayalim. Burada x; haftalik bos zaman, x, ise haftalik gelirdir.

x) = 140 ve x, = 400 olmasi durumunda bos zamanin ve gelirin marjinal faydasin

hesaplayalim.
ou
—— =1000+ 5x, — 4x,
Y1
U _ 450+ sx, —2x,
Y2

Bos zaman ve gelir (140,400) ise

U _ 1000+ 5(400) — 4(140) = 2440 U _ 450+ 5(140) — 2(400) = 350
Ox, Ox,

Simdi de tiiketicinin iki saat fazladan calisarak haftalik gelirini £40 artturmasi so-
nucunda faydasinda meydana gelecek degisimi hesaplayalim.

Eger haftalik calisma saati iki saat artiyorsa, bos zaman da 2 saat azaliyor demek-

ou ou
tir. Yani Ax, =2 ve Ax, = 40 olur. Faydadaki degisim ise AU ~ o Ax; + gsz
1 2
formilu ile hesaplanir. AU= 2440(-2)+350(40)=9120 olur.
Azalan marjinal fayda kuralinin burada da gecerli oldugunu ikinci dereceden

kismi tiirevlerle gosterebiliriz.

2 2
8U:_4<0 ve 8_U:_2<0
axf axf

Fayda fonksiyonlarinin grafik gosterimi farksizlik egrileri ile olur. U= f(x;, x,)
fonksiyonu icin olusturulacak farksizlik egrisi tiiketicinin ayni fayda diizeyinde
kalmas1 kosulu ile x; ve x, mallarindan tiiketebilecegi farkli miktarlari gostermek-
tedir. Farksizlik egrisinin egimi genellikle negatif olur. Ctinki tiketici bir maldan
daha az tiiketiyorsa ayni fayda dizeyinde kalabilmek i¢in diger maldan daha faz-
la tiketmelidir.

Farksizlik egrisinin egimine Marjinal ikame orani (MRS) adi verilir. Bu bize x;
bir birim azalirsa ayni fayda diizeyinde kalmak icin x,’nin ne kadar artmas: gerek-
tigini verir. MRS x; ve x, mallarinin marjinal faydalart kullanilarak hesaplanabilir.

ou

Faydadaki toplam degisimin dU = [3_
x
1

ou

dx, +
1 ox

dx, oldugunu biliyoruz.

2
Verilen bir farksizlik egrisi tizerinde fayda degismedigine gore dU= 0’dir. Esit-
likte dUyerine 0 koyarak dx,/dx, (farksizlik egrisinin egimi) degerine ulasabiliriz.



148

Matematiksel iktisat

oU ouU
0=|—1I|d —\d
[axl it Ox, 2
(09 g, (29 4
Ox, Ox,

—Msz abc2 = Mle a’x1

~MU, dv, —MU,

1

dxl 1
dx_2 _ Mle
dx, MU,

2

Yani farksizlik egrisinin egimi MRS, x,’in marjinal faydasinin x,’nin marjinal
faydasina oranidir.

SIRA SiZDE’7‘
=

Fayda fonksiyonu U = x%/ 2 le/ 2 ise marjinal ikame oranin X, ve x, cinsinden belirleyiniz.

Uretim Fonksiyonu
Uretim fonksiyonunda cikt1 (Q), sermaye (K) ve emek (L) girdilerinin fonksiyonu
olarak aciklanir:

O=f(&K D

Sermayenin marjinal Grlini (MPy) emek girdisi sabitken, sermaye girdisindeki
bir birim artisin ¢iktida ortaya ¢ikaraca@i artis olarak tanimlanir ve Gretim fonksi-
yonunun sermeyeye gore kismi tiirevi alinarak bulunur.

00
Mmp, =<
KoK

Emek girdisi sabitken sermaye kiictik miktarda AK kadar degisirse ciktidaki de-
gisim AQ ~ g—gAK formlt ile hesaplanir.

Emegin marjinal Grlini (MP)) ise sermaye girdileri sabitken, emek girdisindeki
bir birim artisin ¢iktida ortaya ¢ikaracagi artistir ve tretim fonksiyonunun emege
gore kismi tlrevi alinarak bulunur.

MP, = 90
oL
Sermaye girdisi sabitken emek kiiciik miktarda AL kadar degisirse ¢iktidaki de-
gisim AQ ~ Z—SAL formuli ile hesaplanir.

Sermaye ve emek girdileri birlikte degistiginde ise ciktidaki toplam degisim

yaklasik olarak AQ = g—gAK + Z—SAL kadar olur.

Uretim fonksiyonunun grafigi es {riin egrileri ile gosterilebilir. Es (irlin egrisi
aynt ¢ikti diizeyini saglayan emek ve sermaye girdilerinin farkli bilesimleridir. Es
irlin egrisinin egimine Marjinal Teknik [kame Orant (MRTS) adi verilir. Es tiriin eg-
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risi tizerindeki herhangi bir noktada (I=I,, K=K) egimin degeri, emekteki bir bi-
rimlik artis sonucunda, sermayenin ne kadar azalacagmin olctsidur.

Es triin egrisinin egimi, emek ve sermayenin marjinal triinleri cinsinden ifade
edilebilir. Ciktidaki toplam degisim dQ = g—g dL + fg—g dK formilt ile hesapla-

niyordu. Es Girlin egrisi tizerinde ¢ikti miktart sabit oldugundan dQ = 0 olur. Bunu

formiulde yerine koyarak dK/dL ifadesine ulasabiliriz.

a0 =22 ar +| 22 | ax
L

10) 0K
99k =29z
0K OL
—MPydK = MP,dL
—MPydK  MP,
L 1
MP,
K —_—L _ MRTS
dL  MPy

Simdi bu formiili kullanarak Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunun genel bigi-
mi icin marjinal teknik ikame oranini belirleyelim.

Q= AI’KfB
dK  90/dL  MP_ Aol 7'kP

MRTS = = =
dL 00/ 90K MPy A,BLaKﬂ_l

CokPK P ok

Uretim Fonksiyonunun Homojenligi ve Olgege Gore Getiri
Q = f (K, D) bicimindeki bir tiretim fonksiyonunda, herhangi bir 7 sayisi icin
f AK, AD = A" (K, D) ise fonksiyonun homojen oldugu soylenir. Hem sermaye
hem de emek girdisi A ile carpildiginda, A'y1 ortak carpan olarak fonksiyonun di-
sina ¢ikartabiliriz. A'nin kuvveti olan 7 fonksiyonun homojenlik derecesidir. Ho-
mojenlik derecesini bilmek bizim icin 6nemlidir, ¢linkli bu bize 6lcege gore getiri
konusunda bilgi vermektedir.

n = 1 ise fonksiyon 6lcege gore sabit getiri sergiler. Yani girdilerdeki artis ora-
nt ile ¢iktidaki artis orant aynidir.

n < 1 ise fonksiyon Olcege gore azalan getiri sergiler. Yani girdiler belli bir
oranda arttirildiginda, ¢iktidaki artis bundan daha az olur.

n > 1 oldugunda fonksiyon olcege gore artan getiri sergiler. Yani girdiler belli
bir oranda arttirildiginda, ciktidaki artis, bundan daha fazla olur.

13
0 = 2K2L 2 fonksiyonu kacinct dereceden homojendir. Bu fonksiyonda 6lcege gore getiri
hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

7 SIRA SiZDE
1
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Uretim fonksiyonlarinin iktisatta cok stk kullanilan ¢zel bir tiirii Cobb-Douglas
tretim fonksiyonudur ve Q = AK arB seklinde gosterilir. Cobb-Douglas tretim
fonksiyonunun a + 8 derecesinde homojen oldugunu rahatlikla gosterebiliriz.

f (K, D) = AK®LB Burada K ve L yerine AK ve AL yazarsak

SAK, AD = AAK* (AL)B
= AN®KOAB P
= A%*B (4K 1P)
=B f(k, D

Dolayistyla Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunda 6lcege gore getiriler de soyle
olur:

o + <1 ise dlcege gore azalan getiri
o+ B =1 ise dlgege gore sabit getiri

a + B> 1 ise dlcege gore artan getiri

Euler Teoremi
Homojen fonksiyonlarin sonuclart ile ilgili gelistirilen énemli fonksiyonlardan biri
de Euler teoremidir. Buna gore

P

= K,L
ok T Lop =KD dir

Dolayistyla birinci dereceden homojen bir fonksiyon icin esitligin sag tarafi top-
lam ¢ikti miktarini verir. Boyle bir fonksiyonda sermaye ile sermayenin marjinal
urlinlini carpip buna emek ile emegin marjinal Grtintiintin carpimini eklersek bize
toplam ¢ikti miktarini verecektir.

Ornegin Q = K? + 212 seklindeki bir tiretim fonksiyonuna Euler Teoremi’ni uy-

00 ;00

gularsak KB_K+ L= o = KQ2K)+ L(4L)=2K* + 41> =2(K* +21*)=20Q olur.

Dolayistyla bu tiretim fonksiyonunun homojenlik derecesi 2’dir.

Azalan Marijinal Uriin

Bir treticinin hangi kosullarda tretimini stirdirdigini kismi tirevleri kullanarak
Ozetleyebiliriz. Normal olarak bir Uretici, girdi miktar: artiginda ¢iktinin da artma-
sint ister. Bunun icin emegin ve sermayenin marjinal Girtintintin pozitif olmasi ge-
rekir. Ancak bir girdinin kullanim miktart artmaya devam ederse ¢iktidaki artis hi-
z1 genellikle azalir. Yani ¢cikti artmaya devam eder ancak azalarak artar. Bu durum
da ikinci dereceden kismi tiirevin negatif olmasi ile gosterilir. Kisaca

2
Emek girdisi icin MP, =22 50 ve dMP) _ 070 _,
d(MP, 2
Sermaye girdisi icin  MPy, = 20 >0 v ( ) _ 0 0 <0
0K 4K 31(2

11
Ornegin Q= K612 seklindeki bir iiretim fonksiyonunda bu kuralin gecerli
olup olmadigini inceleyelim. Oncelikle emegin marjinal (iriiniinii belirleyelim:
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11
900 1., 19k
MP, = 92 _ —K6L 2 =———>0 Emegin marjinal iirlinii her zaman pozi-
oL 2 21

tiftir. Yani kullanilan emek miktari arttikca tGretim diizeyi de artar. Simdi de fonk-

siyonun ikinci dereceden kismi ttirevini alalim.

@_ﬁ[@]:_gKéL—i_ 1 9k

= =————=—<0 Yani emegin marjinal GrinG
912 OL\OL 4 423

azalmaktadir. Bunun nedeni de sermaye diizeyi sabitken emek girdisinin arttiril-

mast sonucunda ciktida meydana gelen artisin Oncekilere gore daha az olmasidir.

Ayni sey sermaye girdisi icin de gecerlidir.

Kar Fonksiyonu
Firmanin tiretim fonksiyonu ile iliskili olan bir baska konu da kar fonksiyonudur.
Clinkii cogu ticari isletmenin nihai amaci kirin1 maksimize etmektir. Uretimde kul-

lanilan sermaye ve emek girdilerinin bir fonksiyonu olarak tretim fonksiyonunun
11

0= Q/E \/Z —K6L2 seklinde oldugunu varsayalim. Firma sermaye (K 2> 0) ve
emegin (L= 0) cesitli bilesimlerini kullanarak belli bir Giretim (Q > 0) gerceklestir-
mektedir. Bu firmanin trtin ve faktor piyasalarinda fiyat alicist oldugunu varsaya-
lim. Eger uretilen triiniin fiyati P, sermayenin fiyati olan faiz » ve emegin fiyat
olan Ucret orant w ile gosterilirse, K birim sermaye ve L birim emek kullanan fir-

manin kar fonksiyonu

7(K,L)=TR—TC

A(K,L)= PO — 1K —wL
11
=PK6L2 — K —wL olur.

Verilen herhangi fiyat, faiz ve tcret degerleri icin, degerler yerlerine koyularak

kar fonksiyonu belirlenebilir. Ornegin P=12, r=1 ve w=1 icin kar fonksiyonu
11

A(K,L)=12K6L2 — K —3L dir.
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Ozet

Cok degiskenli fonksiyon kavramini tanimilayip ‘N Birinci ve ikinci dereceden kismi tiirevierin nasil
AMAG

iki ve daba fazla degiskenli fonksiyonlar: acik-
lamak

iki degiskenli bir f fonksiyonu her (x, y) sirali
ikilisi ile gosterilen girdiye, tek bir z ¢iktisini
atayan bir kuraldir. Bu eslesmede, her bir sirali
ikili daima tek bir elemanla eslenmektedir. Ku-
ralin uygulandig: tim girdi sayilarinin kiimesi-
ne tanim kiimesi adi verilmektedir. Ancak iki
degiskenli fonksiyonun tanim kiimesinin ele-
manlart gibi ikililerdir. Bu nedenle iki degis-
kenli fonksiyonun tanim kiimesine, dizlemin
bir alt kiimesi oldugu icin, tanim bolgesi de de-
nir. Iki degiskenli bir fonksiyon, dizlemin bir
noktasint bir gercel sayiyla eslemesinden dola-
y1, ¢ boyutlu uzayin noktalartyla geometrik
olarak temsil edilebilir. Yani f fonksiyonun gra-
figi tim (x, y, f(x, »)) noktalarini iceren 3 bo-
yutlu uzayda bir yiizeydir. Iktisatta inceledigi-
miz fonksiyonlarin ¢cogu ikiden fazla bagimsiz
degisken icerir. Ornegin bir lilkenin Gayri Safi
Yurt i¢ci Hasila (GSMH)’s1, tasarruf, yatirim, tii-
ketim, faiz, konjonktiir gibi bircok degiskenin
fonksiyonudur. Cok degiskenli bir fonksiyon
kisaca y = f(x;, x,, ....... , x,,) seklinde gosterile-
bilir.

alimdigini agiklamak

z = [(x, ) bicimindeki cok degiskenli fonksi-
yonda bagimsiz degiskenlerdeki degisim sonu-
cunda fonksiyonun degerinin nasil degisecegini
ogrenmek isteyebiliriz. Cok degiskenli fonksi-
yonlarda z'nin x’e gore kismi tirevini ifade et-
mek icin dz/dx yerine dz/dxifadesi kullanilir. d
ile o’nin degistirilmesi ile yapilan bu kii¢tik degi-
siklik diger bagimsiz degiskenler sabit tutularak
sadece bir tanesindeki degisimin incelendigini
ifade etmektedir. Benzer sekilde x’i sabit tutup
y’deki degisimin etkisini inceleyecegimiz zaman
da dz/dy yerine dz/dy yazariz. Genel olarak z =
f(x, ») iki degiskenli fonksiyonunda, f nin x’e
gore kismi tirevi % ya da 8—f ya da f sek-
linde gosterilir ve ?/xsabitken, f)(c)nksiyonun x’e
gore tiirevi alinarak bulunur. Benzer olarak /’nin
y'ye gore kismi tiirevi de % ya da 8—f ya da
fy seklindedir ve x sabitker{) fonksiyon{/m y'ye
gore tirevi alinarak hesaplanir. Eger f 'nin ikinci
dereceden kismi tiirevlerini elde etmek istersek,
fve fy’nin tekrar tirevini alabiliriz. Buradan
dort farkl: ikinci dereceden kismi tiirev elde ede-
biliriz. Bunlar fxx,fy ,,fxy ve fyx’tir. fxy ve fyx
tirevlerine capraz kismi tirev adi verilir. Cogu
zaman bir fonksiyonun capraz kismi ttirevleri bir-

birine esittir.
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3)

Cok degiskenli fonksiyonlar: ve kismi tiirevi ikti-
sadi konularda kullanmak

Bir malin talebinin (Q), malin fiyatina (P), ikame
veya tamamlayict malin fiyatina (P) ve tiketici-
nin gelirine (¥) bagli oldugunu varsayalim. Bunu
cok degiskenli bir fonksiyon kullanarak Q= f(P,
P;, Y) seklinde gosterebiliriz. Talebi etkileyen bu
u¢ degiskendeki degisime talebin ne kadar du-
yarlt oldugunu belirlemek icin esneklik kavrami-
n1 kullaniriz. Bu ¢cok degiskenli fonksiyon ve kis-
mi tirev kullanilarak talebin fiyat esnekligi, cap-
raz fiyat esnekligi ve gelir esnekligi belirlenebilir.
Bir tiiketicinin fayda fonksiyonu, toplam fayda
veya tiketilen mal miktarlarinin bir fonksiyonu
olarak tiketiciler tarafindan saglanan tatmin ola-
rak aciklanabilir. Eger tiiketici M; malindan x; bi-
rim ve M, malindan x, birim tiiketerek fayda sag-
liyorsa fayda fonksiyonu U= U(x;, x,) seklinde
gosterilebilir. Fayda fonksiyonunun herhangi bir
malin tiketim miktarina gore kismi tiirevini alir-
sak buldugumuz degere o malin marjinal faydasi
denir. Z—U kismi tiirevi bize x; malinin marjinal
faydas1n1x</erir. Uretim fonksiyonunda cikti (Q),
sermaye (K) ve emek (L) girdilerinin fonksiyonu
olarak aciklanir: Q = f(K, I) Sermayenin marjinal
rtinti (MPy) emek girdisi sabitken, sermaye gir-
disindeki bir birim artisin ¢iktida ortaya cikaraca-
g1 artis olarak tanimlanir ve Gretim fonksiyonu-
nun sermeyeye gore kismi tiirevi alinarak bulu-
nur. Emegin marjinal tirtinii (MP)) ise sermaye
girdileri sabitken, emek girdisindeki bir birim ar-
tisin ciktida ortaya ¢ikaracagi artistir ve Gretim
fonksiyonunun emege gore kismi tiirevi alinarak
bulunur. Uretim fonksiyonlarmnin iktisatta cok sik
kullanilan 6zel bir tirii Cobb-Douglas tretim

fonksiyonudur ve Q = AKOLB seklinde gosterilir.



MATEMATIKSEL iKTIiSAT

Bu uniteyi tamamladiktan sonra;
@ Iktisadi fonksiyonlarda optimizasyon kavramini tanimlayabilecek,
@ Tek Degiskenli Fonksiyonlarin maksimum ve minimum noktalarini bulabilecek,
@ Iki Degiskenli Fonksiyonlarin maksimum ve minimum noktalarini bulabilecek,
@ Ug Degiskenli Fonksiyonlarin maksimum ve minimum nokatalarint bulabilecek
bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Optimizasyon e Marjinal Hasila
e Kir Fonksiyonu e Marjinal Maliyet
e Hessian Matrisi o Uretim

e Birinci ve Ikinci Tlirev Yontemi




OPTIMIZASYON

Kit kaynaklarla sinirsiz ihtiyaclarin karsilanmast probleminin ¢oztimuyle ilgilenen
iktisat bilimi temelde ekonomik birimlerin (bireyler, firmalar, hitkiimetler vs. gibi)
karar alma ya da secim yapma stireclerini inceler. Secim yapma problemiyle karst
karstya olan ekonomik birimlerin “Homo Economicus” diger bir ifadeyle rasyonel
davrandiklart varsayimi yapilmaktadir. Bu baglamda rasyonel davranan bu ekono-
mik birimlerin, diger kosullar sabitken (ceteris paribus), kendisi icin en iyi olani
yapmaya calistigi varsayilir. Bu varsayim en basit anlami ile optimizasyon olarak
tanimlanabilir. Matematiksel olarak ise bagimsiz degisken ve bagimli degisken ara-
sindaki iliskiyi ifade eden fonksiyonun birinci tiirevini sifir yapan nokta ya da nok-
talar optimal (maksimum ya da minimum) degerler olarak ifade edilir. Bu optimal
noktayt bulma yontemine de optimizasyon adi verilir.

Ekonomi teorisi genellikle ekonomik degiskenler arasindaki iliskileri ve bu ilis-
kiler sonucunda ulasilmak istenen sonuclart iktisadi modellerle aciklamaya calisir.
Her iktisadi model belirli bir amag¢ dogrultusunda ulasiimak istenen sonuclarin op-
timum yapilmasi veya denge durumlariyla ilgilenir. Dolayisiyla, “Bir firmanin karini
maksimum yapabilmek veya maliyetini minimum yapabilmesi icin tretim miktar
ne olmalidir?”, “Bir bireyin faydasint maksimum yapan veya harcamasint minimum
yapan tiketim miktarlart ne olmalidir?”; “Hiktmetler ekonomik biiytimeyi maksi-
mum yapmak icin ne tiir programlar uygulamalidir?”, “ Bir tilkenin tasarruf, tiketim,
yatrim, faiz, enflasyon vb. ekonomik degiskenlerinin optimal diizeyi ne olmalidir”
gibi sorunlart ¢6zmek icin izledigi yontemlerin her biri optimal secimdir.

Optimizasyon, kisith ve kisitsiz olmak tzere iki bicimde elde edilir. Bu tinitede
kisitsiz optimizasyon kavrami tanitilacak ve amaci dogrultusunda karar alan eko-
nomik birimlerin (kisitsiz) optimum secimleri tek degisken ve cok degisken duru-
munda incelenecektir.

Optimizasyon eldeki mevcut
kaynaklari en iyi sekilde
kullanmak ve amaglanan
sonuca ulagmak biciminde
tanimlanabilir.

Bu iiniteye calismaya baslamadan 6nce mikro iktisat teorisi ve makro iktisat teorisinde
denge kavramlarini yeniden gozden geciriniz.

TEK PE_éiSKENLi FONKSiYONLARDA KISITSIZ
OPTIMIZASYON

Tek degiskenli bir fonksiyonun genel gosterimi; x bagimsiz degiskeni (secim degis-
keni ya da karar degiskeni) ve y bagimli degiskeni (sonu¢ degiskeni) gdstermek
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Kritik nokta, bir fonksiyonun
birinci tiirevini sifir yapan
deger olarak tamimlanir.

tzere y = f(x) seklinde gosterilir (y = f (x) fonksiyonunun stirekli ve iki kere tiirev-
lenebilir oldugu varsayilacaktir.). Bu sekilde ifade edilen dogrusal olmayan fonksi-
yonun maksimumu ya da minimumu olup olmadigina karar verebilmek icin gerek-
li kosul birinci tiirevini sifir yapan kritik nokta ya da noktalarin belirlenmesidir. Bu
gerekli kosul saglaninca ikinci tiirev alinarak maksimum ve minimum icin yeterli
kosul saglanmis olur. Alternatif olarak birinci tlirevinin artan ve azalan oldugu ara-
liklarin incelenmesi yoluyla da belirlenebilir. Bu tnitede maksimum ve minimum
disindaki kritik noktalar optimizasyonu ilgilendirmedigi icin incelenmeyecektir.

Yerel Maksimum ve Minimum icin Birinci Tiirev Yontemi
dy '

= =0
Y )

stfir yapan kritik nokta ya da noktalar bulunur. Daha sonra birinci tirevi sifir yapan
nokta ya da noktalar (a, b) sirali ikilileri ise bu noktalarin artan ve azalan oldugu ara-
liklar incelenir. Sekil 7.1’e gore y = f (x) fonksiyonunun a noktasinda yerel minimu-
mu, b noktasinda ise yerel maksimumu vardir.

Bu yontemde ilk donce y = f (x) fonksiyonunun birinci tiirevini

Yerel Maksimum
ve Minimum i¢in
Birinci Tiirev
Yontemi

~

Yerel Minimum Yerel Maksimum

/

Yerel Maksimum ve Minimum igin ikinci Tiirev Yontemi

d

Yo
da noktalar bulunur. dx

2. Birinci tirevi sifir yapan nokta ya da noktalar (a, b) sirali ikili ise y =/ (x)
fonksiyonun ikinci tiirevinde bu sirali ikililer yerine konur. Eger;

1. y=f(x)fonksiyonunun birinci tiirevini stfir yapan kritik nokta ya

2
. d
i. Ikinci tirev negatif —;(x = a)(O ise, a degeri y = f (x) fonksiyonunu
dx
maksimum yapan degerdir.
42
ii. Ikinci tirev pozitif —;}(xz = b)}O ise b degeri y = f (x) fonksiyonunu
dx

minimum yapan degerdir.

Tek degiskenli fonksiyonlarda optimal degerleri bulmay: tanittiktan sonra sim-
di bunlarin iktisadi uygulamalar: tanitilacaktir. Hem mikro hem makro ekonomi-
de tiketim, tasarruf, fayda, milli gelir, toplam hasila, toplam maliyet, talep, arz, pa-
ra talebi, para arzi gibi cok sayida iktisadi fonksiyon kullanilmaktadir. Tktisadi
fonksiyonlarin hemen hemen hepsinde ekonomik birimlerin amaci dogrultusun-
da istenilen sonuca ulasmak icin optimizasyon kavrami kullanidabilir. Bu initede
basitlik saglamak amaciyla bunlardan sadece kar fonksiyonu konu anlatimi ¢erce-
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vesinde ele alinacaktir. Bir firmanin kir fonksiyonunun optimal degerleri belirlen-
meden once firmanin amacinin belirlenmesi gereklidir. Tktisadi acidan her firma-
nin amact kiarint maksimum kilmaktir. Buna gore tek bir trtin tireten firmanin kir
fonksiyonu;

n(Q) = TR(Q) - TC(Q)

seklinde ifade edilebilir. Yukaridaki denklemde sirastyla (7R) toplam hasilay1, (7C)
toplam maliyeti, (Q)ise Gretim miktarini temsil etmektedir. Firmanin karin1 maksi-
mum yapan Uretim dizeyini bulabilmek icin 6ncelikle kar fonksiyonunun birinci
turevini sifir yapan Gretim miktarini bulmamiz gereklidir. Kar fonksiyonunun birin-
ci tirevi alinir ve sifira esitlenirse,

dr(0) . d1R(0) ) arc(o) .
do do do

i)
do

MR(Q) = Mc(0)

sonucu bulunur. Buna gore firmanin marjinal hasilasint MR(Q) marjinal maliyetine
MC(Q) esitleyen tretim miktari kir fonksiyonun birinci tirevini sifir yapar (7Tzim
piyasa kosullarinda kdr maksimizasyonu kosulu MR(Q) = MC(Q) dir. Ancak, Tam
rekabet piyasasinin varsayimlarimn sonucunda firmalarn fiyat veri kabul etme-
leri, firmamin marjinal basilasimin fiyata esit olmasin garanti eder. Yani, MR(Q)
= P'dir. Bu nedenle sadece tam rekabet piyasasinda kdr maksimizasyon kosulu; P
= MC(Q) seklindedir.). Burada sunu anliyoruz ki iktisadi bir kural olarak algiladi-
gimiz MR(Q) = MC(Q) esitligi, aslinda bir matematik geregidir. Tktisadi mantik tasi-
yan bu kural, matematiksel diisinme mantigina dayandirilarak elde edilen iktisadi
bulgulardan bir tanesidir.

Firmanin Gretim miktarint sifir yapan Uretim deger ya da degerlerinin maksi-
mum olup olmadigina karar verebilmek icin ikinci tiirevi alinir ve birinci tirevi si-
fir yapan tiretim degerleri ikinci tirevde yerine konur.

dzw(Q*) dZTR(Q*) d2TC(Q*)
W0r a0 a0’

= Mr(Q) - MC(Q)=0

=0

Eger yukaridaki kar fonksiyonunun ikinci tiirev degeri negatif bir sonug veriyor
ise birinci tiirev kurali ile elde edilen kritik nokta ya da noktalarin firmanin kirimni
maksimum yaptigi sOylenir. Bu kosulu bir 6rnekle aciklayalim.

d
Senyoraj fonksiyonu S(e) = e x [%] olduguna gore, devletin senyoraj gelirini maksi-

mum yapan enflasyon oranini nasil hesaplayabiliriz?

Kar, veri bir teknolji

diizeyinde iiretim yapan bir
firmanin toplam hasilasi ile
toplam maliyeti arasindaki

pozitif fark
tamimlanir.

olarak

SIRA SiZDE

Bir firmann toplam basila fonksiyonu TR(Q) = 12Q - 207 ve toplam maliyet fonk-
1

siyonu TC(Q) = —Q3 - SQ2 + 170 + 25 olduguna gore firmanin kdrint maksi-
3

mum yapan tirvetim dtizeyini bulunuz.
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SIRA SiZDE

7

Coziim 1: Firmanin kir fonksiyonu;

n(Q) = TR(Q) - TC(Q)
r(0)=120-20" - §Q3 —50% +170 +25

seklindedir. 11k olarak firmanin kirint maksimum yapan degerleri bulabilmek icin
kar fonksiyonun birinci tiirevini sifir yapan noktalart belirleyelim. Buna gore;

dﬂ'(Q) 5
=12—-40-Q°+100—-17=0
o

LW(Q) =0 +60-5=0
o

sonucu elde edilir. Yukaridaki denklemin kokleri bulunurak birinci tiirevi sifir ya-
pan Uretim degeri ya da degerleri elde edilir.

A=b"—4dac _—b:F\/Z
A=6 —4(—1)(—5) G92="7,
A=36-20=16 le:_6¢4_

el RS

Q, = 5ve Q,= 1iretim degerlerinin hangisinin firmanin karin1 maksimum ya-
pip yapmadigina karar verebilmek icin ikinci tiirev kosullarina bakilir.

d*r 0

dQ(2 ) —20+6
70

dQ(2 )(Ql =5)=-2(5)+6=-4(0
(o)

Yukarida gortldiigi gibi iki farkls tiretim diizeyinden bir tanesi Q, = 5kar fonk-
siyonunun ikinci tiirevinde degerlendirildiginde negatif; bir diger tiretim degeri Q,
= ] ise ikinci ttirevde pozitif bir sonu¢ vermektedir. Daha 6nce belirttigimiz gibi,
bu iki kritik degerden kidrt maksimum kilan ikinci tiirevi negatif yapan degerdir.
Bu durumda kirini maksimum yapmak isteyen bir firmanin 5 birimlik tGretim yap-
mast gereklidir sonucu cikarilabilir.

R(t) = tQ vergi geliri fonksiyonu ve satis miktar1 Q = a - bt seklinde verilmisse devletin
vergi gelirlerini maksimum yapan vergi oran1 ne olmalidir?
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GOK DEGIiSKENLI FONKSiYONLARDA KISITSIZ
OPTIMIZASYON

Iktisadi problemlerde, fonksiyonlar genellikle ¢cok degiskenlidir ve ekonomik birim-
lerin hedefleri cok sayida degiskene baglidir. Ornegin, bir bireyin faydasi, tiiketmis
oldugu her malin miktarma baglidir. Bir firmanin Gretim fonksiyonu, tretim stirecin-
de kullanmis oldugu emek, sermaye ve hammadde miktari gibi bircok faktdre bag-
lidir. Buna gore, n sayida bagimsiz degiskenden olusan z fonksiyonu asagidaki se-
kilde gosterilir.

z = flx,, x,, X3y v, . X,,)

Tek bir tirin treten firmanin amag fonksiyonuna bagli olarak kir fonksiyonu-
nun optimal degerlerini elde etmistik. Bu boliimde iki ve ti¢c degiskenli fonksiyon-
larda optimal (yerel maksimum ve yerel minimum) noktalarin nasil bulunacagi ve-
rildikten sonra, iki ve U¢ trtin treten firmanin amag fonksiyonuna bagli olarak kar
fonksiyonunun optimal degerleri ele alinacaktir.

iki Degiskenli Fonksiyonlarda Kisitsiz Optimizasyon
Iki degiskenli bir fonksiyon (x;, x,) bagimsiz degiskenleri ve z bagimli degiskeni
gostermek tizere z = f{x;, x,) seklindeki fonksiyonlarda yerel maksimum ya da ye-
rel minimum degerlerin bulunmasi icin asagidaki adimlar izlenir.
1. z= flx,, x,) fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevler es anli olarak
sifira esitlenir.

0z
—=z;=0
8x1

0z 0
- = Z2 =
8x2

Bu sifira esitleme sonucu birinci mertebeden kismi tirevini sifir yapan siralt iki-

liler bulunur.
2. Bu sirali ikililer (a, b) ise, z = flx,, x,) ikinci mertebeden kismi tiirevleri ali-
nir ve bu siralt ikililer kismi tiirevlerde yerine konur;

O ()= 2, a)

ox}
2 o) =l

(a, b) sirali ikilisinin yerel maksimum ya da minimum olup olmadigina karar ve-
rebilmek icin gerekli kosul Hessian matrisinin determinant degerinin sifirdan biytk
olmasi gerekliligidir. Daha sonra asal minorlerinin isaretine bakilir. Buna gore;
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Hessian matrisi ikinci
mertebeden kismi
tiirevlerden elde edilen
matristir.

Hl - Z“(a,b) le<a’b)
| | 221<a,b) 222<a,b)

(211 (@.8)) (222 (.8)) = (212 (e b))2

(Young Teoremi; z = f(x,, x,) fonksiyonu stirekli tiirevienebiliyorsa ikinci mer-
teben capraz kismi tiirevlerinin birbirine esit oldugunu éne stirer. Bu énermeye
bagh olarak (z,, (a, b)) = (z,; (a, b)) olur.)

olmak tzere;

i. Eger z;,(a, b)>0 veya z,,(a,b)>0 asal minorleri ise (a, b) sirali ikilisinin ye-

rel minimum oldugu soylenir.

ii. Eger z;,(a, b)<0 veya z,,(a,b)<0 asal minérleri ise (a, b) sirali iKilisinin ye-

rel maksimum oldugu soylenir.

iii. Hessian matirisinin determinant degeri | H [ <0 ise ne maksimum ne de mi-

nimumu vardir. |H|= 0ise bu sirali ikililer icin bir sey soylenemez.

Iki degiskenli fonksiyonlarda kisitsiz optimizasyonu iki mal tireten bir firmanin
kir fonksiyonunu gozoniine alip yeniden inceleyelim. Buna gore iki mal treten
bir firmanin kir fonksiyonu

|H| = )0

TC(Q], Q2) = m(QJ) + TR(Q2) - TC(Q], Q2)

seklinde ifade edilir. Buna gore optimal tiretim miktarlarini elde edebilmek icin
kar fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevleri sifira esitlenir:

or

—=m =0
an
or
—ZWZZO
6Q2

elde edilir. Daha sonra Hessian matrisi olusturulur ve asal minorlere bakilir

|H|: 7711(Q1792> 7712(Q1’Q2>
7721<Ql’Q2) 7722<Q1’Q2>

(”11 (2.0, ))(”22 (Ql’Qz» - (”12 (Ql’Qz»z

iken asal mindr 7, (Ql .0, ) (©

|| = 0

ise firmanin trettigi (Q;, Q,) mallarin firmanm karini maksimum yaptgi sdylenir.

Bir firmanin kdr fonksiyonu n(Q,, Q,) = 64Q, - 207 + 4Q,0, - 403 + 320, - 14
olduguna goére firmanin kdrini maksimum yapan tiretim diizeyini bulunuz.

Coziim 2: Kar fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevi alinir ve ¢o-
zlimlenirse



7. Unite - Kisitsiz Optimizasyon

165

om
20 — 7, = 64— 40, +40, =0
on

™, =64 =40, — 40,
T, =32 =-40, +80,

96 = 40,
96

0, = Yo 24

64 = 40, — 40,

64 =40, — 4(24)
160 = 40,

160
= =40

by

sonucu elde edilir. (Q;, Q,) = (40, 24) tretim miktarlarinin kdrt maksimum yapan
miktarlar olup olmadigina karar verebilmek icin ikinci mertebeden kismi tirevler
alinirsa

gQZT (Ql Qz) 11(Q1,Q2)=7r11(40’24>:_4

(?Q: (Qsz) =Ty, <Q13Q2) =Ty <40,24) —_38
[ ] Ql Qz =m (40,24) =4

90, |99,

00, [an] Q1 Qz =T, (40,24) =4

sonuclart elde edilir. Bu sonugclari kullanarak Hessian matrisi olusturulursa

1] 0 (0.0,) m,(0.0,) | | m,(40.24) 7, (40.24)

T (Ql,Qz) T (QI,QZ) T (40,24) Ty (40,24)

-4 4

=5 4

kurgusunu elde ederiz. Son olarak, Hessian determinantini ve ikinci mertebeden
kismi tirevi (40, 24) noktasinda degerlendirir isek:

(—4)(-8) - (4)2} —32-16=16)0

7, (40.24) = ~4(0

|-
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sonuglart bulunur ve firmanin sirastyla (Q;, Q,) = (40, 24) birim tretmesi duru-
munda karint maksimum yaptgi soylenir.

SIRA SiZDE 0 1 K ve L sirasiyla sermaye ve emegi temsil etmek iizere toplam maliyet fonksiyonu T7C(Q(K,
L

L) = 160K - 3K? - 2KL - 2I? +120L - 45 ise firmanin maliyetini optimum yapan iiretim dii-
zeyini nasil hesaplayabiliriz?

Uc¢ Degiskenli Fonksiyonlarda Kisitsiz Optimizasyon
Ug degiskenli bir fonksiyon (x;, x, x3) bagimsiz degiskenleri ve z bagimli degiske-
ni gostermek Uzere z = flx;, x5, x3) seklindedir. Bu tip fonksiyonlarda yerel maksi-
mum ya da yerel minimum degerlerin bulunmast icin asagidaki adimlar izlenir.

1. Birinci mertebeden kismi tiirevler alinir ve esanli olarak sifira esitlenir.

0z
—=z;=0
axl

0z 0
—_— Zz =
3x2

0z 0
7223 =
3x3

Bu stifira esitleme sonucu birinci mertebeden kismi tiirevini sifir yapan degerler
bulunur. Bu degerler (a, b, ¢) ise ikinci mertebeden kismi tiirevlerine bakilir.
2. z =[x}, x,, x3) fonksiyonun ikinci mertebeden kismi tiirevleri asagidaki gi-
bi elde edilir.

9%z o | oz a | oz

— =z —|— =z —|—|=z

axl 1 3x2 (9x1 12 6x3 6x1 13
a | oz 9%z d | oz

— =z — =2z —— =z

3x1 3x2 21 3x§ 2 6x3 3x2 23
d | oz o | oz 8%z

— | — =2z ——| =z —Fa =2

Bxl 8x3 3 axz 8x3 32 6x32 33

(a, b, ¢) degerlerinin yerel maksimum ya da minimum olup olmadigina karar
verebilmek icin Hessian matrisi olusturulur ve asal minorlerinin isaretine bakilir.

o 12 i3
|H | % 3
31 32 433
Eger;
Pozitif ve negatif belirlilik, n. i, Asal minorler
mertebeden simetrik bir z z
matrisin bitin asal 2, 12 13
mindrleri sifirdan biyikse |H1| = z“<0, |H2| = )0 ve | | = |H| Zyy  Zys ]
matris pozitif belirlidir.
Eger asal mindrleri 21 22 Z31 Z3p Z33

(54, =) Fy e ) seklinde
ise matris negatif belirlidir.

ise Hessian matrisi negatif belirlidir. Bu durumda (a, b, ¢) degerlerinin amac
fonksiyonunu maksimum kilan degerler oldugu soylenir.
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ii. Asal minorler

z z

12 13
z zZ
_ _ 11 12 _ _
|H1|—211>°’|H2|— i )0 Ve|H3|—|H|— zZy Zy zy [0
21 22
231 Z3p 33

ise Hessian matrisi pozitif belirlidir. Bu durumda (a, b, ¢) degerlerinin amag
fonksiyonunu minimum kilan degerler oldugu soylenir.
Uc mal tireten bir firmanin amacina bagl olarak kir fonksiyonu diizenlenir ve
iki degiskenli kar fonksiyonuyla benzer sekilde

n(Q, Qu Q) = TR(Q,) + TR(Q,) + TR(Q,) - TC(Q,, Qs Q)

biciminde ifade edilir. Kar fonksiyonunu maksimum kilan tretim miktarlarini tes-
pit edebilmek icin birinci ve ikinci mertebeden kismi tirevlere bakilir. Buna gore
kar fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevleri sifira esitlenir:

or
—=m =0
8Ql
or
——=m,=0
8Q2
or
——=m3=0
6Q3

Yukaridaki ti¢ denklem esanli ¢ozilerek, (Q;, Q,, Q3) tretim miktarlar belirle-
nir. Daha sonra Hessian matrisi olusturulur ve asal minorlere bakilir:

M T2 M3

|H|: Tor T T3
iy

e s

31 32 33

Eger asal minorler
o M T2 M3
_ | ™1 T2 Nyl —
|H1| = (0, |H2| - )0 ve |H3| - |H| -
21 T

o1 T T3 (0
Vi

s .

31 32 33

ise firmanin Grettigi mallarin firmanm karint maksimum kilan tretim miktarlari ol-
dugu soylenir.

Bir firmanin kdr fonksiyonu n(Q,, Q, Q3) = 507 - 205+ 4Q75 + 10Q; + 40, +
Q03+ 20,05+ 50 seklinde verilmistir. Kdri maksimum kilan tivetim diizeylerini
bulunuz. Ikinci tiirev kosullarin test ediniz.

Cozim 3: ilk olarak kir fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tirevleri si-
fira esitlenir ve denklem sistemi ¢oziimlenir.
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or
—agl =m =-100, +10+ 0, =0
o
—aQZ =m,=-40,+20,+4=0
or
a—Q3=7r3=Ql+2Q2—8Q3=O

Yukaridaki denklem sistemini ¢coziimleyebilmek icin A katsayilar matrisi, Q bi-
linmeyenler vektorti ve B sabitler vektortinii temsil etmek tizere;

G ¥y

Bu soruyu ¢ozmeye baslamadan once AX = B seklinde verilen denklem sistemlerinin ¢6-
ziim yontemleri icin iinite 5’i yeniden gozden geciriniz.

AQ =B
1000 1|4 -10
0 —4 2|9 |=| -4

1 2 -8 Q3 0

seklinde yeniden diizenlenir ve Cramer kurali kullanilirsa birinci mertebeden kis-
mi tirevini sifir yapan degerler asagidaki gibi hesaplanir:

“10 0 1
4 -4 2
Q_|Al|: 0 2 -8
Yl -0 o0
0 —4 2
12 -8
0 m ﬁ:um
ol 276
~10 —10 1
o |70
4] -
= 4 =10 0 1
0 —4 2
12 -8
o Al
) :
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—-10 0 -—=10
I
_ 1B
IV T
0 -4 2
1 2 -8
Q:|A3|:_120:o43
3 |A| 276

sonucu elde edilir. Buna gore tretim degerleri swrastyla (Q;, Q) Q3) =(1,04; 1,22;  Sarrus kurali, “3:3”

0,43) diir. Bu degerlerin maksimum olup olmadig test etmek icin Hessian matrisi ~boyutundaki matrislerin
determinantini hesaplamak

olusturulur ve asal minérlerinin isaretine bakilir. icin kullanilan bir yontemdir.
EE
1 2 -8
i | =100 |o,|= ‘ o= [(~10x~4)—(0x0)| = 40)0
|| = || = ~276(0

oldugundan Hessian matrisi negatif tanimlidir ve bulunan degerler firmanin kirini
maksimum yapan tretim diizeyleridir.

Bireyin fayda fonksiyonu U(X}, X,, X;)=1 60X1-2X%+120X2-4X§+130X3- 5X§+30 ise opti- 7
mum tiiketim miktarlarini nasil hesaplayabiliriz? -
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Ozet

(O

AMAG

Iktisadi fonksiyonlarda optimizasyon kavramini
tammlamak

Optimizasyon mevcut kosullar altinda alternatif-
ler arasindan en iyi olan secenegin tercih edil-
mesi seklinde tanimlanabilir. Bu anlamda eko-
nomi teorisinde tiim ekonomik birimlerin mecut
alternatifler arasinda rasyonel davrandigt varsa-
yilir. Bu varsayim kullanilarak ulasiimak istenen
sonu¢ matematiksel olarak, dogrusal olmayan
herhangi bir fonksiyonun kritik noktalarini bu-
lunmasi ve bu kritik noktalarin maksimum ya da
minimumu saglayip saglamadigini test etmek bi-

ciminde 6zetlenebilir.

Tek Degiskenli Fonksiyonlarin maksimum ve mi-
nimum noktalarint bulmak

Tek degiskenli bir fonksiyonun maksimumu ya
da minimumunun olup olmadigina karar verebil-
mek icin gerekli kosul birinci tiirevini sifir yapan
kritik nokta ya da noktalarin belirlenmesidir. Bu
gerekli kosul saglaninca, ikinci tirev alinarak
maksimum ve minimum icin yeterli kosul sag-
lanmis olur. Alternatif olarak birinci tiirevinin ar-
tan ve azalan oldugu araliklarin incelenmesi yo-

luyla da belirlenebilir.

(O

AMAG

Iki Degiskenli Fonksiyonlarin maksimum ve mi-
nimum nokatalarint bulmak

iki degiskenli bir fonksiyonun maksimumu ya
da minimumunun olup olmadigina karar vere-
bilmek icin birinci mertebeden kismi tiirevini si-
fir yapan siralt ikililer bulunur. Bu sirali ikililer
(a, b) ise ikinci mertebeden kismi tiirevlerine
bakilir ve birinci mertebeden kismu tlirevlerini si-
fir yapan siral ikililer yerine konur. (a, b) sirali
ikilisinin yerel maksimum ya da minimum olup
olmadigina karar verebilmek icin Hessian matri-
sinin determinant degerinin sifirdan buytk ol-
mast gerekir. Daha sonra asal minorlerinin isare-

tine bakilir.

Uc Degiskenli Fonksiyonlarim maksimum ve mi-
nimum nokatalarini bulmak

Uc degiskenli bir fonksiyonun maksimumu ya
da minimumunun olup olmadigina karar verebil-
mek icin birinci mertebeden kismi tiirevini sifir
yapan noktalar bulunur. Bu noktalar (a, b, ¢) ise
ikinci mertebeden kismi tirevlerine bakilir ve
yerel maksimum ya da minimum olup olmadigi-
na karar verebilmek icin Hessian matrisinin ne-
gatif belirli ya da pozitif belirli olmasina bakilir.
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Bu uniteyi tamamladiktan sonra;

@ Iktisadi fonksiyonlarda kisitli optimizasyon kavramini aciklayabilecek,

@ Iki degiskenli fonksiyonlarda kisitli optimizasyon problemlerini ¢ozebilecek,

@ Kisitlt optimizasyon problemlerinde amag¢ fonksiyonunun minumum mu
yoksa maksimum mu oldugunu test edebilecek,

@ Tiketicinin kisit altinda fayda maksimizasyonu ve harcama minimizasyonu
saglayan optimal tiketim bilesimini bulabilecek,

@ Firmanin kisit altinda Gretim maksimizasyon ve maliyet minimizasyon prob-
lemlerini ¢cozebilecek

bilgi ve becerilere sahip olacaksiniz.

e Kisitlt optimizasyon

e Birinci dereceden kosullar
e fkinci dereceden kosullar
e Lagrange fonksiyonu

e Lagrange carpant

e Simnirlandirilmis Hessian matrisi
e Fayda maksimizasyonu

e Maliyet minimizasyonu




GiRiS

Sonsuz olan insan ihtiyaclart karsisinda kaynaklarin kit olmasi cogu zaman bir se-

¢im yapmayi gerektirir. Bu secim problemi ile bireyler, firmalar, kurumlar, hiiki-
metler kisaca tim ekonomik birimler karst karsiya kalir. Yapilacak secim bazen
kosulsuz olacaktir. Kosullarin olmadigt durumda yapilan secime “kisitsiz optimi-
zasyon” diyoruz. Eger bir firma maliyetlerini goz éntinde bulundurmadan baska
firmalarin piyasa girmesini engellemek icin, hasilatint maksimize etmeyi amacli-
yorsa, bu bir kisitsiz optimizasyondur. Kisitsiz optimizasyonun nasil yapilacagini
bir 6nceki tinitede inceledik.

Fakat iktisatta secim ¢ogu zaman kisitlar altinda yapilmak zorundadir. Tiketici
bitcesini ve trtn fiyatlarini g6z ontinde bulundurup faydasint maksimize etmeyi
amaclayacak, firma maliyetlerini goz ontinde bulundurup Uretimini maksime et-
meye calisacak, hitkimetler enflasyonu yiikseltmeden istihdami artirmayt amacla-
yacaktir. Tim bu 6rnekler bir amacin ¢esitli kisitlar altinda gerceklestirilmesini ge-
rektiren bir siirece isaret etmektedir. Iste bir amacin belirli kisitlar altinda gercek-
lestirilmesine “kisitli optimizasyon” diyoruz. Burada optimizasyon bazen bir
maksimizasyon problemi olarak karsimiza c¢ikarken bazen de bir minimizasyon
problemi olarak karsimiza c¢ikabilir. Tlketici sinirli btgesi ile kendisine en fazla
faydayi saglayacak tiketim bilesimini secerken bir kisit altinda maksimizasyon
problemi ile karsi karsiya iken, belirli bir Giretim miktarint en diisiik maliyetle ger-
ceklestirmek isteyen firmanin karsi karsiya kaldigt problem ise bir minimizasyon
problemidir. Amacg ister maksimizasyon, isterse minimizasyon olsun her iki durum
da belirli kisitlar altinda ¢ozilen bir kisitli optimizasyon problemidir.

Kisitlt optimizasyon matematiksel olarak ise bir fonksiyonu belirli kisit ya da ki-
sitlar altinda minimum ya da maksimum yapan degerleri bulmak seklinde tanimla-
nabilir. Optimizasyon problemlerine kisit konmasinin temel amaci iktisadin kit
kaynak problemini esas almaktadir. Ornegin bireylerin calisma-bos zaman tercih
problemlerini ¢ozerken bir giinde 24 saat oldugu ve bu 24 saatin 8 saatini uyuya-
rak gecirecegi kisitint koymaz isek birey faydasini maksimize edecek calisma-bos
zaman bilesimi secerken 16 saatten fazla calismayi tercih edebilecektir. Boyle bir
sonug ise gercekle uyumsuz sonuclarinin ortaya ¢ikmasina neden olabilecektir.

Bir amacin belirli kisitlar
altinda gerceklestirilmesine
“kisitl optimizasyon” denir.
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KISITLI OPTIMIZASYON

Bir kisitli optimizasyon problemi ti¢ farkl sekilde ¢oziilebilir. Bunlar:
e Yerine koyma metodu,
e Toplam diferansiyel metodu ve
e lagrange carpani metodudur.
Simdi sirasiyla bu tic metodu aciklayalim.

Yerine Koyma Metodu ile Kisith Optimizasyon

[ (x, ) amac fonksiyonunu g (x, y) = kkisit1 altinda optimize etmenin birinci yolu
kisit1 amag fonksiyonu icerisine koymaktir. Bunun icin 6ncelikle kisit fonksiyo-
nundaki y'yi, x ve k’nin bir fonksiyonu olarak yazmaliyiz:

gx, p) =k 6.1
y=h(x k) (8.2)

Simdi x ve Enin bir fonksiyonu olarak yeniden diizenlenmis kisitt amag¢ fonk-
siyonuna koyarsak amac¢ fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz:

S, b (x, k) (8.3)

Aslinda bu kisitsiz optimizasyondan baska bir sey degildir. Eger yukaridaki
fonksiyonun x’e gore tiirevini alirsak I. dereceden kosullara ulasabiliriz:

of (x.h(x.k)) oh (8.4)
— o Jx+ I x 0

Kapali fonksiyon kuralindan faydalanirsak;
— =——olur. (8.5

Buradan I. dereceden kosullar:

fo _ &«

8.6
s (8.6)

Kisitli optimizasyonda yerine  olacaktir. Esitlik (8.6)’da verilen birinci dereceden kosullart saglayan x ya da y ifa-

t?sylfpsé?zn;g{?r?#zai%br:em' desi kisit fonksiyonunda yerine konulmak suretiyle, amac fonksiyonunu g (x, y) =

problemine déniistirir. k kisit1 altinda optimize eden x"ve y$kritik degerleri bulunabilir.

Bu iinitede incelenen kisitli optimizasyon problemlerinde kisit fonksiyonu bir esitlik du-

rumundadir. Kisitin esitlik olmadigt durumlar bu kitabin amag ve kapsamin1 asmaktadar.

W‘ ’ Kisit fonksiyonun esitsizlik oldugu durumlar icin Chiang ve Wainwright (2005)’e bakilabilir.

Sx, ) = xy amag fonksiyonunu g(x, y) = 4x+2y=40 kisitr altinda yerine koyma me-
todu ile optimize ediniz.

Coziim 1: Once kisit fonksiyonunu y cinsinden yazalim:

Kasut: g (x, y) =4x+ 2y =20
y=h(x k) =20 -2x
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Simdi bu kisit fonksiyonun amag fonksiyonunda yerine yazalim:
f(x,y)=f(x.h(x,k)) = x][20 — 2x]
Simdi yukaridaki kisiti iceren amag fonksiyonunu optimize edelim:

of (x.h(x.k))
Ox

x" = 5bulunur.

=20—-4x=0

Bu degeri y = b (x, k) =20 - 2x fonksiyonunda yerine koyarsak:
y* =10 olur.

x"ve y$degerleri veri iken, fonksiyonun degeri:

S, p)= X y* = 50 bulunur.

Bulunan kritik degerlerin ama¢ fonksiyonunu minumum mu yoksa maksimum
mu yaptigini II. dereceden kosullarini inceleyerek soyleyebiliriz:

32f(x, h(x, k))

= —4 < 0 maksimum.
ox?

Kisits1z optimizasyonda II. Dereceden kosullar icin bu kitabin 7. iinitesini inceleyiniz. 'A DIKKAT

Toplam Diferansiyel Yaklasimi ile Kisith Optimizasyon
Amac fonksiyonunu bir kisit altinda optimize etmenin bir diger yolu toplam dife-
ransiyel metodudur. Bu yaklasimda hem amac fonksiyonunun hem de kisitin top-
lam diferansiyeli alinip esanlt olarak ¢oziilmesi gerekir.

Yine amag fonksiyonumuz f (x, y) ve kisit fonksiyonumuz g (x, y) = k olsun.
Her iki fonksiyonun toplam diferansiyeli soyle yazilabilir:

df = fudox + [y 8.7
dk = g,dx + gydy =0 (8.8)

“K” bir sabit oldugundan kisit fonksiyonunun toplam tiirevi sifira esittir. 'A DIKKAT

Yukaridaki ikinci esitlikten;

8y

yazilabilir.
Esitlik (8.9)daki ifadeyi esitlik (8.7)’de yerine koyarsak;

fx _g_xfy

8y

df = dx (8.10)

olur. Birinci dereceden kosullarin saglanabilmesi icin df =0 olmasi gerekir. Bu ko-
sulun saglanabilmesi icin ise:
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f (x, y) amag fonksiyonunun
g (x, y) = kkisiti altinda
optimizasyonu icin gerekli
birinci dereceden kosullar

e 8 e
=== esitligi il
[fy gy] esitigi e

saglanmaktadir.

Je _ &

fy & (8.11)

olmasi gerekir.
Bir onceki optimizasyon metodunda oldugu gibi birinci dereceden kosullari
saglayan x yada y ifadesi kisit fonksiyonunda yerine konulmak suretiyle amacg
* *
fonksiyonunu g (x, y) = k kisiti optimize eden x ve y degerleri bulunabilir.

[ (x, y) = x)° amag fonksiyonunu g (x, y) = 4x + 5y = 600 kisitr altinda optimize
ediniz.

Coziim 2: Amac ve kisit fonksiyonunun I. dereceden kosullart esitlik (8.11) ve-
rilmisti. Buna gore:

S _ &

o &
fo-? f-2w
g, =4 8, = 5'tir.

Bunlart yerlerine koyarsak:

2
Y _ i olur.
2xy 5

Buradan x = % yyaday= %x bulunur. Bu x ve y degerlerinden herhangi bi-

ri kisit fonksiyonunda yerine konursa:

g (x, y) =4x+ 5= 0600

=4x+5 =600

8
—Xx
5
x" =50 olur.
8 y B
y= gx olduguna gore:
y$ =80 bulunur.

Lagrange Garpani Metodu ile Kisith Optimizasyon

/[ (x, y) amag fonksiyonunu g (x, y) = k kisitt altinda optimize etmek icin Lagrange

Carpant (A) metodundan da faydalanilabilir. Aslinda bu metot iktisatta kisitl opti-
mizasyon problemlerinin ¢6ztiimiinde kullanilan en yaygin metodtur. Nedeni ise
diger iki metoda gore dnemli bir tstinligiiniin olmasidir. Bu metotla yapilan ¢o-
zimlerin 6zelligi amag¢ fonksiyonunu bir ya da birden fazla kisit altinda optimize
eden degiskenlerin degerleri ile birlikte, kisittaki degisimin amaca etkisini gosteren
Lagrange carpanint da veriyor olmasidir. Her ne kadar amacin kisittaki degisime
duyarliligini diger iki metotta da hesaplamak mimkiin olsa da Lagrange carpani
metodunda bunu dogrudan veriyor olmast bir Gisttinliik olarak gorilebilir.
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Lagrange metodu ile optimizasyon igin:
1. Oncelikle kisit sifira esitlenir: k- g (x, ) =0
2. Sonra kisit Lagrange carpani ile ¢arpilir ve Lagrange fonksiyonu olusturulur:

L &, y,N)=f(x, ) +N\) (k-g(x, ) (8.12)

Yukarnidaki esitlikte £ (x, y, A) Lagrange fonksiyonunu, /(x, ») amac fonksi-
yonunu ve g (x, 1) kisiti temsil etmektedir. Lagrange fonksiyonundaki kisit sifira
esit oldugundan, A {k - g (x, )} terimi de sifira esittir. Dolayistyla aslinda Lagran-
ge fonksiyonu amac fonksiyonunun ta kendisidir.

3. Fonksiyonu optimize eden x, y ve A degerlerini bulabilmek icin ilk 6nce

Lagrange fonksiyonunun birinci dereceden tiirevleri alinir ve sifira esitlenir.
Daha sonra elde edilen denklemler esanli ¢coztimlenir ve degerler bulunur.

Lagrange fonksiyonuna kisitin A {& - g (x, y)} yada A {g (x, y) - k} seklinde yazilmasi so-
nucu degistirmeyecektir. Bu sadece)A’nin isaretini degistirecektir.

Yukardaki aciklanan 3 asamali optimizasyon stireci soyledir:

L (x, 0, M) =f(x, ) +\lk-g(x y)} (8.13)
"L:\: E%:fx —Ag, =0
Ox
oL, . o
= a_y = fy —A8y = 0 Birinci dereceden kosullar. (8.149)
oL
L=—"=k—g(x,y)=0
A=) g(x,y)

Yukardaki birinci dereceden kosullar esanli olarak ¢ozilirse:

N
& &

(8.15)

olur ve bu esitlikten elde edilecek bir x ya da y degeri L ; fonksiyonunda yerine
konarak ama¢ fonksiyonunu verilen kisit altinda optimize eden x, y ve A degerle-
ri bulunabilir.

Simdi konunun anlasilmast icin bir 6rnekle inceleyelim.

f(x, ) =8x% + 6xy + 1202 amac fonksiyonunu g (x, y) = x + y = 70 kisitr altinda
optimize ediniz.

Coziim 3: Bu optimizasyon problemini ¢c6zmek icin 6ncelikle kisit fonksiyonu-
nu sifira esitleyip sonra Lagrange fonksiyonu olusturmaliy1z.

L (x,9, ) =8x%+ 6xp+ 1292 + L (70 - x-))

simdi her bir degisken icin I. derecen kismi tiirevleri alarak, birinci dereceden ko-
sullart bulalim:
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Lagrange carpani (), amag

fonksiyonunun kisit

fonksiyonundaki degisime

duyarhligini 6lger.

Lagrange Carpani(\) =

d [ama;]
d [kmt]

oL

Li=—"—=16x+6y—1=0
Ox

4588;[:6x—|—24y—)\:0 A=16x+6y=06x+24y
y
oL

L=—=70-x—-y=0

A B3N xX—=y

10x =18y = ngy yada yzgx
5 9
Simdi buldugumuz x ya da y degerini £, fonksiyonunda yerine koyalim.

70 — x — Bl x=0

9
bu esitligi x icin ¢cozersek;
x" =45 bulunur.

5
Buldugumuz bu x degerini y = §x fonksiyonunda yerine koyarsak;

y'}e =25 olur.
Son olarak bu x ve y degerlerini kullanarak A‘y1 hesaplayabiliriz:

A= 16x+6y=6*45 + 24 * 25
A" =870 bulunur.

Sonug olarak f(x, 1) amac¢ fonksiyonunu optimize eden ve toplami 70 olan x;,
yve A degerleri:

x =45; 9" =25 ve A" =870tir.

Bu degerler amag fonksiyonunu optimize eden degerlerdir. Dolayisiyla amag
fonksiyonunun maksimumda m1 yoksa minimumda m: oldugu ile ilgili bir bilgiye
hentiz sahip degiliz. Bunun icin fonksiyonun ikinci dereceden kosullarini incele-
mek gerekecektir.

Lagrange Carpani’nin Anlami

Kisitlt optimizasyon problemindeki Lagrange carpani amacin kisittaki degisime du-
yarlihigint 6lcmektedir. Dolayisiyla Lagrange carpant amag ile kisit arasindaki mar-
jinal iliskinin siddetini Olcer.

Lagrange Carpani (\) = %

Lagrange carpant iktisatcilar icin son derece 6nemlidir. Zira karst karsiya kali-
nan probleme gore Lagrange carpanina farkli anlamlar yiklemek mimkiin ola-
cakur. Ornegin tiiketicinin biitce kisit1 alundaki fayda maksimizasyon problemin-
de, A harcamanin marjinal faydasina isaret ederken, bir firmanim belirli bir tiretim
kotast altindaki maliyet minimizasyon probleminde ise tretimin marjinal maliye-
tini gosterecektir.



8. Unite - Kisitli Optimizasyon

183

Ornek 1'de kisitin degeri 70’ten 71’e yiikselirse amac fonksiyonunun degeri ne kadar
degisir?

GOK DEGiSKENLi FONKSIYONLARDA KISITLI
OPTIMIZASYON

Amag ve/veya kisit fonksiyonlarindaki degisken sayisinin ikiden fazla oldugu du-
rumlarda da Lagrange metodunu kullanarak kisitli optimizasyon problemlerini
cozmek mimkiindir. Varsayalim ki 7 degiskenli olan bir amag¢ fonksiyonumuz;

S, %, LX) (8.16)

ve yine n degiskenli bir kisit fonksiyonumuz

g (x), Xy, .o LX) =k (8.17)
olsun.

Bu durumda Lagrange fonksiyonu ve optimizasyon icin gerekli I. dereceden
kosullar asagidaki gibi olacaktir:

L, %y oy Xy M) = f(X, X5, e, , X)) T AlR-g (x, Xy, ... ,x)} (8.18)
oL
.L;Cl Ea—)q:fxl —)\gx1 =0
AL
L, =£=fx2 —Agy, =0
Birinci dereceden kosullar. (8.19)
oL
xn_Z:fxn_ xn:O
E%—k—g(xl,xz, ....... ,%,)=0
Yukardaki birinci dereceden kosular esanli olarak ¢coziiliirse:
A= Ty _fo T, (8.20)
8x, 8x, 8x,

Esitlik (8.20)den anlasildig: tizere, cok degiskenli fonksiyonlarin kisitli optimi-
zasyon ¢Ozimu iki degiskenli fonksiyonlardan cok farkli degildir.

(;OK.D.EéiSKENLi GCOK KISITLI FONKSIiYONLARDA
OPTIMIZASYON

Kisith optimizasyon problemlerinde Lagrange carpant metodu bir amag fonksiyo-
nunun fakat birden fazla kisitin oldugu durumlarda da kullanilabilir. Boyle bir du-
rumda kisit kadar Lagrange carpani olacaktir. Yine varsayalim ki 7 degiskenli bir
amacg fonksiyonumuz;

ve n degiskenli iki farkl: kisit fonksiyonumuz olsun.

7 SIRA SiZDE
"W
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Bu durumda Lagrange fonksiyonu ve birinci dereceden kosullar asagidaki gibi
olacaktir:

L (5], X0 X A ) = f (X150 e X )+ A {h — g (X0, e, )

(8.21)
+X {m—z(xl,xz, ....... ,xn)}
Vs
X = a_xl = fxl _)‘lgxl - )‘2le =0
_ oL
£5) :@: fr, = M8x, ~Hozy, =0
. Birinci dereceden kosullar. (8.22)
oL
X, = . fx _/\lgxn _>‘22x =0
0x,
oL
=——=k—g(x1,%9,c0ec... ,x,)=0
N N g( 1,42 n)
oL
N :a—)\zzm—z(xl,xz, ....... ,x,)=0

Yukardaki denklem sistemi esanli olarak ¢cozilirse s6z konusu kisitlar altinda
amac¢ fonksiyonunu optimize eden xT, xz*, ...... , x*n, ?q , 7\; degerlerine ulasilabilir.

iKiINCi DERECEDEN KOSULLAR
Kisitl optimizasyon problemlerinde elde edilen sonuclar her ne kadar amag fonk-
siyonunu optimize eden degerleri verse de aslinda bulunan noktanin fonksiyonun
o kusit altinda bir maksimumda m: yoksa minimumda mt oldugu hakkinda bilgi
vermez. Bunun icin olusturulan Lagrange fonksiyonunun ikinci dereceden kosul-
larinin incelenmesi gerekmektedir. Bunun icin sinirlandiridlmis Hessian matrisini
olusturup olusturulan matrisin negatif mi yoksa pozitif mi belirli oldugunu arastir-
mak gerekmektedir.

[ (x, y) amag fonksiyonunu g (x, y) = k kisitt altinda optimize etmek icin olus-
turulan Lagrange fonksiyonunun

L3N =fx)+\lk-gx p)l (8.23)

sinirlandirilmis Hessian Matrisi asagidaki gibidir:

0 8x 8y ‘[';cx ‘L-xy 8x
L Ly |yada |H|=| L, L, g, (8.24)
&y L Ly & & O
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Dikkat edilirse bu aslinda normal ikinci dereceden tirevlerden olusan Hessian
matrisin, kisit fonksiyonunun birinci dereceden tiirevleri ile sinirlandirilmis halidir.

Kisit altinda optimize edilmis amac¢ fonksiyonunun minimum mu yoksa maksi-
mum mu oldugunu belirlemek icin, sinirlandirilmis Hessian’in asal minorlerine
bakmak gerekir.

Smirlandirilmis Hessian’in biitiin asal minorleri negatifse, yani:

| [_12 l<o,l IEI3 |< 0,..... ,| I_Jn <0 ise, sinirlandirilmis Hessian pozitif belirlidir. Po-
zitif belirli Hessian Lagrange fonksiyonunun, dolayisiyla amag¢ fonksiyonunun, mi-
nimum da oldugunu gosterir.

Eger asal minorler pozitiften baslayarak isaret degistiriyorsa yani

|I_J2 |> 0, | 133 |< 0, | I;Q [>o,..... , -Dn | 71> 0ise sinirlandirilmis Hessian nega-
tif belirli ve Lagrange fonksiyonu maksimumda demektir.

Esitlik (8.24)’te verilen sinirlandirilmis Hessian matrisinde, sinirlandirilan asal
mindr 2X2 boyunda oldugundan, minimum ya da maksimum icin ikinci asal mi-
nore bakmak yeterli olacaktir. Diger bir ifade ile amag;

|H2 |=| | >0 ise maksimum
|ﬁ2 |=| A <0 ise minimum olur.

Cok degiskenli ve/veya ¢ok kisitli optimizasyon problemlerinde ikinci derece-
den kosullarin incelenmesi bu kitabin amac¢ ve kapsamini asmaktadir.

KISITLI OPTIMIZASYON iLE iKTISADI
UYGULAMALAR

iktisadi hayatta kit kaynaklar karsisinda sonsuz ihtiyaclarin varligi hemen hemen
bircok iktisadi sorunun bir kisit altinda ¢6ztimi, diger bir deyisle, kisitli optimizas-
yonu gerektirir. Tlketicinin fayda maksimizasyon problemi, bireylerin calisma-bos
zaman tercihi, firmanin kapasite kisitt altinda kiar maksimizasyon problemi, girdi fi-
yatlart sabit ve firmanin finansman olanaklari sinirli iken tiretimin maksimize edil-
mesi ya da belirli bir Gretim dizeyinin en disiik maliyetle gerceklestirilmesi ve
bunlara benzer bircok iktisadi mesele kisitli optimizasyon teknikleri kullanilarak
cozilebilir. Biz burada bunlardan sadece en sik karsilasilan optimizasyon prob-
lemlerini ele alip okuyucularin kisitli optimizasyon tekniklerini tim iktisadi prob-
lemlere uygulamalarint bekliyor olacagiz. Simdi bu 6rnekleri kisaca inceleyelim.

Tiiketicinin Fayda Maksimizasyonu

Hemen hemen bircok iktisat teorisi kitabinda karsiniza ¢ikacak ilk kisitli optimizas-
yon problemi tiketicinin fayda maksimizasyon problemidir. Tiiketicinin tiikettigi
mallarin fiyatlart veri ve bu mallara harcayacak finansman olanaklarinin belirli bir
sinirt var iken, tiiketicinin problemi faydasint maksimize etmektir. Konuyu basit-
lestirebilmek icin tiiketicinin x ve y gibi iki mal tiikettigini ve bu mallart P ve P,
fiyatlarindan satin alabildigini varsayalim. Tiketicinin faydas: tiikettigi mallarin
miktarinin bir fonksiyonu olduguna gore tiiketicinin fayda fonksiyonunu, yani
amag fonksiyonunu soyle yazabiliriz.

U=U(x,y) (8.25)

Sinirlandinimis Hessian'in
biitiin asal mindrleri
negatifse yani {| 7, [< 0,

| A 1<0,..., | 7, |<0}ise
amag fonksiyonu
minimumdadir.

Sinirlandirnimis Hessian'in
asal minorleri pozitiften
baslayarak isaret
degistiriyorsa {| 7, |> 0,
|/73|<0,|/7|>0, ..... s
(-1 A | >0} amag
fonksiyonu maksimumdadir.
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Bir malin tiiketilen son
biriminin tiiketiciye
sagladig faydaya o malin
marjinal faydasi denir.
Dolayisiyla x malinin
marjinal faydasi

_0u
mo, =%

ve ymaliin marjinal
faydasi

_oau/ ‘dir.
MU, = 5

y

Tuketicinin biit¢esini M ile gosterirsek, tiiketicinin biitce fonksiyonunu, yani ki-
sit fonksiyonunu da, asagidaki gibi yazabiliriz:

M=PX+PY (8.26)
Bu durumda tiiketicinin problemi asagidaki gibi olacaktir:

maksimize et: U= U (x, y)

kisut: M=PX+PY

Yukaridaki problemi “yerine koyma” ya da “toplam diferansiyel” yada “Lagran-
ge” metotlarindan herhangi biri ile ¢cozmek miimkiin olsa da Lagrange metodunun
daha 6nce bahsettigimiz Gstiinliigti nedeni ile tiiketicinin optimizasyon problemi-
ni Lagrange metodu ile ¢ozelim:

Bunun icin 6nce Lagrange fonksiyonunu olusturup I. dereceden kosullart bulalim:

L(xy\)=U(x,y)+A(M - Px—Py) 827,
oL 0U
L="2="2_)P. =0 8.28
T ox Ox x ( )
Eﬁza_U_Apy _ (8.29)
dy Oy
oL
Yukardaki esitlik (8.28) ve (8.29)’dan:
oU ou
d
A= _P/ax = —P/ : (8.31)

x y

5 ou ou ii ) i
Aslinda ( /6x) ve (I /9)} x ve y mallarinin marjinal faydalarindan ba%(a bir
sey degildir. x ve y mallarini marjinal faydalarint MU, = 3% ve MU, = %y
ile gosterirsek !

Esitlik (8.31) soyle yazilabilir:

MU, MU, (8.32)
P, Py

Esitlik (8.32)’den bulunacak x ya da y ifadesi £ ,’da yerine konularak tiiketici-
nin biitce kisiti altina faydasint maksimize eden x"ve y$ mali talep miktar1 (ya da
fonksiyonlariny), yani tiiketicinin optimal tiiketim bilesimi bulmak mumkutndir.

Yukarida bulunan sonuca “tiketicinin fayda optimizasyonu” veya “tiiketici
dengesi” denir ve su sekilde yorumlanir: Tki mal tiikketen bir tiiketicinin mevcut
bitce kisitt altinda faydasini maksimize edebilmesi icin mallarin marjinal faydalari-
nin fiyatlarina orani birbirine esit olmasi gerekir. Bu tiiketicinin mallara harcadigi
son liralarin marjinal faylarinin birbirlerine esit olmasi anlamina gelir.

Esitlik (8.32)de gosterilen tiiketici dengesi su sekilde de yazilabilir:

MU, P
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iki mal tiikketen bir tiiketicinin bu iki maldan sagladigi marjinal faydalarin birbi-
rine oranina marjinal ikame orani (MRS) denir. Bu durumda yukaridaki esitlik;
MU P,

X = MRS,, =% (8.34)
yxX
MU, P,

seklini alir. Esitlik (8.34) mallar arasindaki MRS'nin fiyat oranina esit olmast de-
mektir ki, tiketicilerin tercihlerini yansitan farksizlik egrinin egimi ile tiiketicinin
bitce kisitint gdsteren biitce dogrusunun egiminin birbirine isit olmasindan baska
bir sey degildir.

Son olarak, Tuiketicinin faydasini biitce kisiti altinda maksimize ederek elde di-
len talep fonksiyonalarina bayag: (Marshalgil) talep fonksiyonlart denir. Bayagi
talep fonksiyonlari talep miktarini tiiketicin geliri ve mallarin fiyatlarinin bir fonk-
siyonu olarak ifade eder. x ve y mallari bayag: talep fonksiyonlart asagidaki gibi
yazilabilir:

X mali bayag talep fonksiyonu: X;,[ =X(P, P, M)

Y mali bayag: talep fonksiyonu: Y;4 =Y (P, P, M)

iki mal tilketen bir
tiiketicinin bu iki maldan
sagladigi marjinal
faydalarin birbirine oranina
Marjinal ikame Orani (MRS)
denir:
MU

MRS, = —=

o mu

¥y

Fayda _fonksiyonu U (x, y) = x%> y93 biciminde olan bir tiiketici, x malin1 10, ve
vy malm 3% den satin almaktadir. Bu iki mal icin harcayabilecegi toplam 400% si
olan bu tiiketicinin faydasini maksimize eden optimal tiiketim bilesimini bulu-
nuz. Bulunan tiiketim bilesiminin faydayr maksimum yapip yapmadigini kontrol
ediniz.

Cozium 4: Bu problemi ¢ozebilmek icin dncelikle tiiketicinin kisit fonksiyonu-
nu (bltce kisitiny) olusturmak gerekir. Yukarida verilen bilgilere gore tiiketicinin
bitce kisitt soyle yazilabilir:

M=Px+Py = 400 = 10x + 3y
Bu durumda tiiketicinin problemi:
Maksimize et: U (x, y) = x5 33
kisit: 400 = 10x + 3y

Fayda optimizasyon probleminin ¢6ziimu icin gerekli Lagrange fonksiyonu ve
I. dereceden kosullart asagidaki gibi olacaktir:
£ (xy, N = 27553 4 X (400 - 10x - 3y)
L = oL _ 0,5x%%y%3 _x10=0
Ox

L= 9L _ 0,305,707 3320
9y

Ly 5%2400—10)6—3)1:0
oA

o 0, 5x—0,5y0,3 0, 3x0,5y—0,7

10 3

x= %y va da y = 2x bulunur.
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bulunan x yada y ifadesini L, da yerine koyarsak:

400 -10x-3(2x) =0
x"=25

y*= 50

A = 0.03 bulunur.

Sonug olarak bu tiiketici, Grtin fiyatlart ve bitcesi veri iken, eger x malindan 25
ve y malindan 50 birim tiiketirse faydast maksimum olmaktadir. Bu tiiketim bilesi-
minin tiketicinin faydasini maksimum yapip yapmadigt sinirlandirilmis Hessian’a
bakarak teyit edebiliriz.

L .=-0,25x715 03 L = 0,15x705 07

L, =-021x0> y-17 L yx=-0,15x705y 07
0 & & 0 10 3

|7|=| & £Lx Ly |7|=|10 -o, 25x13y03 0155793, 707
g L Ly 3 -0,15x %y %7 —0,21x%y7

| B, | = [-10 (-2,1205 17 - 0,45x05 3 07)] + [3 (-1,5x°05 307) + 0,754°1:5 03]
| A, | = 21205 y717 4+ 0,45x°05 307 - 45505 07 4 225515 503
| B, | =21x05 y17 + 225x°15 303 > 0

| A, | =1 #] >0 oldugu icin sinirlandirilmis Hessian negatif belirlidir. Dolayisty-
la fayda () maksimize edilmistir.

Yurtta kalan iiniversite IL. Sinif 6grencisi Zarife, kahvaltisin1 her giin yurtta yaparken, 68-
le ve aksam yemeklerini okul yemekhanesinde veya disarida lokantada yemektedir. Zari-
fe'nin bir aylik 6gle ve aksam yemekleri icin ayirdigs biitcesi ©180°dir. Bir 6giin yemegin
okul yemekhanesindeki fiyat: Py= 3 iken lokantada yemenin maliyeti P,= £6'dir. Her
ayin 5 giiniinii ailesinin yaninda geciren Zarife’nin fayda fonksiyonu asagida verilmektedir.
(Not: Bir ay 30 giin olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla, Zarife her giin iki 6giin olmak iize-
re toplam 25 giin-50 6giin yemekhane veya lokantada yemek yemesi gerekmektedir):

FAYDA = U (Y, L) = Y%5 [0:25

Y: Okul yemekhanesinde yenilen yemek.
L : Lokantada yenilen yemek.

Zarife’nin £180’lik yemek biitgesi ile faydasin1 maksimize edebilmesi icin, 6gle ve aksam
yemeklerinin kacin1 okul yemekhanesinde, kacin1 lokantada yemelidir?

Tiiketicinin Harcama Minimizasyonu

Tiketici her zaman faydasint maksimize etmeyi amaclamayabilir. Bazen de belirli
bir fayda diizeyine minimum harcamayla ulasmay1 hedefleyebilir. Boyle bir du-
rumda amacg fonksiyonu tiketicinin btitce fonksiyonu iken, kisit fonksiyonu fayda
fonksiyonu olacaktir.
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Iki mal tiiketen bir tiketicinin biit¢e fonksiyonu M = P x + Py ve fayda fonk-
siyonu U = U (x, y) ise, tiiketicinin problemi;

Minimize et: M = P .x + Pyy

Kisit: U=U(x,y)

Faydanin (U) iizerindeki tire isareti tiiketicinin faydasinin sabit oldugunu gostermektedir. m DIKKAT

Harcama minimizasyonu durumunda Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi

olacaktir:
L (x9N =Pxx+Pyy+k(Z7—U(x,y)) (8.35)
.[xE%:Px—/\a—U:O (8.36)
ox ox
0L oU
== _p _\ZT==0 8.37
"4’ ay y ay ( )
oL -
=—=U-— ,y)=0 8.38
A= =U-U(xy) (8.38)
A (8.39)

— L X Py
- ou/  oU
Yor "oy
Esitlik (3.39) aslinda tiiketicinin fayda maksimizasyon problemindeki denge
kosulundan (esitlik 8.32) baska bir sey degildir:

MU, _ MUy (8.40)
P, P,

O zaman buradan su sonuc c¢ikarilabilir. Tiketicinin belirli bir fayda dizeyine
en dustik harcama ile erisebilmesi icin tiikettigi mallarin marjinal faydalarinin fiyat-
larina orani birbirine esit olmalidir.

Esitlik (3.40) yeniden diizenlenirse tiiketicinin harcama minimizasyonu icin ge-
rekli kosul asagidaki gibi olacaktir.

y y

(8.41)

Ttuketici ister belirli bir bitge ile faydasini maksimize etmek istesin, isterse be-
lirli bir fayda diizeyine minimum harcama ile ulasmay1 hedeflesin, her iki durum-
da da mallarin marjinal faydalarinin fiyatlarina oraninin birbirlerine esit olmast ya-
da MRS’nin fiyat oranina esit olmast gerektigi sonucu cikarilabilir.

Tiiketicinin hem fayda maksimizasyon hem de harcama minimizasyon problem-
lerinde optimum tiketim bilesimini belirleyen denge kosullart ayni olmakla birlik-
te talep fonksiyonlari farklidir. Tiiketicinin belirli bir faydayr en diisiik harcama ile
elde etmesini saglayacak talep fonksiyonlart, mallarin fiyatlar ile birlikte tiketicinin
fayda diizeyinin bir fonksiyonudur ve Hicksgil talep fonksiyonu olarak adlandirilir.
Dolayistyla x ve y mallarinin Hicksgil talep fonksiyonlart asagidaki gibidir:

x mal Hicksgil talep fonksiyonu: XL =X (P, P, )

v mali Hicksgil talep fonksiyonu: Y;—I =Y (P, P, )

iki mal tiiketen bir tiiketici
ister belirli bir biitce ile
faydasini maksimize etmek
istesin, isterse belirli bir
fayda diizeyine minimum
harcama ile ulasmay!
hedeflesin, her iki durumda
da mallarin marjinal
faydalarinin fiyatlarina orani
birbirine esit olmalidir. Yani
tiiketici optimumu igin

gerekli kosul
MU MU
L= Y yada
P, 8
MU
=~ = MRS, =—
MUy Py Ctir
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Firmalarda Kisith Optimizasyon

Tipki tiketiciler gibi firmalar da faaliyetleri ile ilgili kararlar alirlarken cesitli kisit-
larla karsi karstya kalir. Dolayistyla firmalar faaliyetleri ile ilgili olarak aldiklari ka-
rarlarda bir ya da birkag kisit altinda belirli bir hedefe ulasmak icin optimal ¢6zim
yolunu bulmaya calisir. Firmalarin karst karsitya kaldigt en temel kisitli optimizas-
yon problemlerinden bazilart sdyle siralanabilir:

e Belirli bir tiretim diizeyini en distik maliyetle gerceklestirmek,

e Faktor fiyatlar ve tretim teknolojisi veri iken, maksimum tretimi saglayacak

faktor bilesimini (faktor talebini) belirlemek,

e Kapasite kisiti altinda karint maksimize etmek.

Aslinda yukardaki problemlere daha bircogu eklenebilir. Ozellikle firmanin re-
kabet dereceleri farkli piyasalarda faaliyette bulundugu goz éntinde bulundurulur-
sa firmalar rakip firmalarin da kararlarint ve tepkilerini dikkate almalart gereken
fakli optimizasyon problemleri ile kars: karsiya kalabilir. Fakat bu tnitede firmala-
rin karst karsiya kaldiklart en temel kisitlt optimizasyon problemlerinden ikisi olan
maliyet minimizasyonu ve retim maksimizasyonundan bahsedilecektir.

Maliyet Minimizasyonu

Firmalar cogu zaman karlarini maksimize edebilmek icin belirli bir tiretimi en du-
stk maliyetle gerceklestirmeyi hedefler. Emek (2) ve sermaye (K) olmak tzere iki
girdi kullanan bir firmanin tretim fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

q=q (K L) (8.42)

Bu firmanin sermayeyi P ve emegi P, fiyatlarindan satin aldigint varsayarsak o
zaman toplam maliyet fonksiyonunu soyle yazabiliriz:

TC = PyK + P)L (8.43)

Eger firmanin amaci belirli bir tiretim dizeyini en distik maliyetle gerceklestir-
mekse, o zaman firmanin problemi asagidaki gibi yazilabilir.

minimize et: 1C = PpK + P;L
kasit: q=q(K L

Bu problemin ¢6ziimi i¢in Lagrange fonksiyonu ve I. dereceden kosullar: asa-
gidaki gibi olacaktur:

L (K LAN=PK+PL+\(q-q(K L) (8.44)
0L 0q
Li="==p—2L—p 8.45
K=ok K Tok (8.45)
0L dq
_0L _, %4, 8.46
L= 't “aL (8.46)
0L
L =—=7-—¢g(K,L)=0 8.47
A= =1 q(K.,L) (8.47)
_ kK P
)‘_aq =54 (8.48)

0K oL
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8q _ . .o L PRI aq _ oy _
/3 K= MPy (sermayenin marjinal fiziki Grtinii) ve L= MP; (emegin mar

jinal fiziki Grtint) oldugundan;
Esitlik (8.48) soyle yazilabilir:

MP, P,
L _ "L (8.49)
MPy Py
Faktorlerin marjinal fiziki Grtinlerinin orani fakatorlerarasi marjinal teknik ika-
me oranina (MRTS) esit olugundan;

MP; P
—F= = MRTS = —*=
MPy Pe olur. (8.50)

Esitlik (8.50)Yde bulunan firmanin optimizasyon kosulu, firmanin maliyet mini-
mizasyonunu saglayan optimal Gretim faktort talep fonksiyonlarini verecektir.

Sermayeyi P, = £20 ve emegi P, = ¥5’den satin alan bir firmann iiretim fonksiyonu ¢ =
10K%5 %5 dir. Firma aldig1 3600 birimlik siparisi en ucuz maliyetle gerceklestirebilmek
icin her bir faktorden kag birim satin almalidir?

Uretim Maksimizasyonu

Firmalarin sik¢a karsilastiklar: bir baska optimizasyon problemi, sinirlt parasal ola-
naklarla, yani sinirli sermaye ile tiretimlerini maksimize etmeleridir. Aslinda bu
problem maliyet minimizasyon probleminin tersidir. Bu optimizasyon problemin-
de firmanin amac fonksiyonu tretim fonksiyonu iken, kisiti maliyet fonksiyonu-
dur. Firmanin kisith Giretim maksimizasyon problemi asagidaki gibi yazilabilir.

maksimize et: g = q (K, L)

fasit: 1C = Py K + P,L

Firmanin maliyet kisit1 altinda iiretiminin maksimize edilmesi icin Lagrange fonksiyonunu
yazimz ve I. derecen kosullarin sonucu olan firma dengesini bulunuz.

Uretimde iki faktor kullanan
ve belirli bir retim diizeyini
en diisik maliyetle
gerceklestirmek isteyen bir
firma iretimde kullandig
faktorlerin marjinal fiziki
verimlerinin oranini (MRTS)
faktorlerin fiyat oranina

esitlemelidir.
MP, P
MPy Py

SIRA SiZDE
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Iktisadi fonksiyonlarda kisith optimizasyon kauv-
ranuni agiklamak

Sonsuz olan insan ihtiyaclart karsisinda kaynak-
larin kit olmasi bir se¢im yapmay1 gerektirir. Bu
secim problemi ile bireyler, firmalar, kurumlar,
huktmetler kisaca tim ekonomik birimler karst
karstya kalacaktir. Bir amacin belirli kisitlar altin-
da gerceklestirilmesine “kisitli optimizasyon”
diyoruz. Burada optimizasyon bazen bir maksi-
mizasyon bazende bir minimizasyon problemi

olarak karsimiza cikabilir.

Tki degiskenli fonksiyonlarda kisith optimizasyon
problemlerini ¢cézmek

[ (x, y) gibi ama¢ fonksiyonunu g (x, y) = k kist-
t1 altinda optimize etmek icin ti¢ farkli metot kul-
lanilabilir. Bunlar: yerine koyma, toplam diferan-
siyel ve Lagrange carpani (A) metodudur. Lag-
range carpant metodu iktisatta kisitli optimizas-
yon problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan en
yaygin metottur. Nedeni ise diger iki metoda go-
re dnemli bir Gstiinliginin olmasidir. Bu metot-
la yapilan ¢oztimlerin 6zelligi ama¢ fonksiyonu-
nu bir ya da birden fazla kisit altinda optimize
eden degiskenlerin degerleri ile birlikte kisittaki
degisimin amaca etkisini gosteren Lagrange car-
panint da veriyor olmasidir. Her ne kadar ama-
cin kusittaki degisime duyarliligini diger iki me-
totta da hesaplamak miimkiin olsa da Lagrange
carpant metodunun bunu dogrudan veriyor ol-
mas1 bir tstiinliik olarak gortlebilir. Tki degis-
kenli amac ve kisit fonksiyonlarinda her ti¢c me-
totta da kisit altinda optimizasyonu saglayan I.

8x ..
dereceden kosullar: == = =* "tir.
VA

Kisitl optimizasyon problemlerinde amag fonk-
styonunun minimum mu yoksa maksimum miu
oldugu test etmek

Kisit altinda optimize edilmis amag¢ fonksiyonu-
nun minimum mu yoksa maksimum mu oldugu-
nu belirlemek icin, sinirlandirtlmis Hessian’in asal
minorlerine bakmak gerekir. Sinirlandirilmis Hes-

sian’in butlin asal minorleri negatifse yani:

| [92 l<o,] 1:15 l< 0,....., | 1:41 |<0 ise, sinirlandirilmis
Hessian pozitif belirlidir, Lagrange fonksiyonu,
dolayistyla ama¢ fonksiyonu, minimumdadir.
Eger asal minorler pozitiften baslayarak isaret
degistiriyorsa, yani:

| A, |>O,|I:13 l<o, [/ |>0,.., O HI>0ise si-
nirlandirilmis Hessian negatif belirli ve Lagrange

fonksiyonu maksimumda demektir.

Tiiketicinin kisit altinda fayda maksimizasyonu
ve harcama minimizasyonu saglayan optimal
titketim bilesimini bulmak

Fayda fonksiyonu U= U (x, y) ve butce kisit fonk-
siyonu M = P X + P},Y seklinde bir tiketici, ister
faydasini maksimize etmek istesin, isterse belirli
bir fayda diizeyine minimum harcama ile erisme-
yi hedeflesin, tiketicinin kisitli optimizasyon
probleminin I. dereceden kosullary;

MU, MU MU P
L — — yada —= = MRS,, === Ur
P, P MU, P,

Firmamn kisit altinda tiretim maksimizasyon ve
maliyet minimizasyon problemlerini cozmek

Uretim fonksiyonu ve maliyet fonksiyonu g = g (K,
L)ve TC = PyK + P,L seklinde olan bir firma, mali-
yet kisitt altinda tretimini maksimize etmek yada
belirli bir tiretim diizeyini en duisiik maliyetle ger-
ceklestirebilmek icin, tiretimde kullandig: faktorle-
rin marjinal fiziki GrGinlerinin oranini (MRTS) faktor

fiyatlart oranina esitlemesi gerekmektedir:

MP, P,
L MRTS = L
Py Py



